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VORWORT — PREFACE — AVANT-PROPOS 


Der Aufgabenkreis unserer neuen Zeitschrift ist durch ihren Namen um- 
hrieben: Die «Zeitschrift für angewandte Mathematik und Physik» (ZAMP) 
ucht die Lücke zwischen den der reinen Mathematik und der reinen Physik 
inerseits und den den konstruktiven Ingenieurwissenschaften andererseits ge- 
vidmeten Zeitschriften auszufüllen. Sie will der Veröffentlichung von grund- 
egenden Forschungsarbeiten dienen, die auf der Anwendung mathematischer 
‚der physikalischer Untersuchungsmethoden und Überlegungen beruhen. 


| 


Neben Originalarbeiten aus diesem Gebiet sollen regelmäßig auch zusam- 


nenfassende Berichte erscheinen, die den jeweiligen Stand der Erkenntnisse 


uf einem bestimmten Teilgebiet darstellen und die damit Ausgangspunkte 


ür die weitere Entwicklung bilden können. 
Wichtige Forschungsergebnisse können zur Sicherung der Priorität auch in 
*orm kurzer Mitteilungen kurzfristig veröffentlicht werden. Endlich sollen 
Notizen und Buchbesprechungen über die Ergebnisse wissenschaftlicher Ta- 
"ungen und über literarische Neuerscheinungen orientieren. 

Die neue Zeitschrift kann ihre Aufgabe nur dann mit Erfolg erfüllen, wenn 
ie sich auf das Interesse und die Mitarbeit der zuständigen Fachkreise stützen 
kann; die Herausgeber hoffen, daß ihr dies gelingen möge. 


* 


The mission of our new periodical is indicated by its name: “The Journal 
£ Applied Mathematics and Physics” (ZAMP), and its aim is to bridge the 
ap existing between the periodicals devoted to pure mathematics and physics 
in the one hand, and those confined to the constructive engineering sciences 
in the other hand. It will function as a publication medium for papers on 
undamental research based on the application of mathematical or physical 
nethods and considerations. 

Apart from original papers covering this field, regular survey articles will 
ye published summarizing the latest advances made in particular fields and 
onstituting possible starting-points for further development. 

In order to ensure priority, important research results may be published at 
hort notice as brief reports. Other notices and book reviews will inform the 
eader on the results of scientific congresses and recent literary publications. 


2 P Vorwort — Preface — Avant-propos ZAMP 


The new journal can successfully attain its end only if it is backed by tlıe 
interest and collaboration of those scientific circles for which it is primarily 
intended and the editors hope that the necessary support will be forthcoming. 


* 


Le but de la nouvelle revue est déja suggéré par son titre. Le Journal de 
Mathématiques et de Physique appliquées (ZAMP) se propose de jeter un pont _ 
entre les revues de mathématiques et de physique pures d’une part et celles 
qui traitent des sciences appliquées de l’ingenieur, d’autre part. Elle entend ~ 
servir à la publication de travaux de recherches fondamentaux se basant sur 
l'emploi de méthodes d'investigation relevant des mathématiques ou de la 
physique. 

A côté de travaux originaux de ce genre paraîtront également des articles 
plus généraux rendant compte des résultats déjà obtenus dans un certain do- 
maine de connaissances et pouvant servir de point de départ pour des recherches _ 
ultérieures. 

D’importants résultats de recherches dont on voudrait s'assurer la priorité | 
de publication pourront paraître à bref délai sous forme de communications 
brèves. Enfin, la revue contiendra des notes sur les réunions à but scientifique 
et les livres nouvellement parus. 

La nouvelle revue n’arrivera à remplir la tâche qu'elle s’est assignée que si 
elle peut compter sur l’intérêt et la collaboration des milieux scientifiques et 
techniques compétents; les éditeurs espèrent que cela lui sera possible. 


Redaklionskommission und Redaktor 


Zürich, im November 1949 


er 


| 
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Elektronenleitung in Nichtmetallen 


Zusammenfassender Bericht 


Von GEORG Buscx, ETH., Zürich 
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+ GEORG BuscH ZAMP 


1. Ionen- und Elektronenleitung im festen Körper 


Die elektrische Leitfähigkeit der Materie im festen Zustand beruht auf dem 
Transport von Ionen und Elektronen unter der Wirkung eines elektrischen 
Feldes. Während Zonenleitung im wesentlichen nur in heteropolaren Kristallen 
und in Gläsern auftritt, ist Elektronenleitung grundsätzlich in jedem festen 
Körper möglich, unabhängig von der Art der chemischen Bindung. Die Elek- 
tronenleiter lassen sich nun ihrerseits wieder in zwei deutlich unterscheidbare 
Klassen einteilen, nämlich in Metalle und Halbleiter. 

Metalle sind charakterisiert durch ihre hohen elektrischen Leitfähigkeiten, 
die etwa zwischen 5,9 - 103 und 6,7 - 10° 2-1 cm! liegen. Die metallische Leit- 
fähigkeit steigt mit sinkender Temperatur an und springt bei einer Reihe von 
Metallen und Verbindungen mit Eintritt der Supraleitung!) in der Nähe des ab- 
soluten Nullpunktes auf Werte, die wahrscheinlich größer sind als 102° ©-1cm-1. 
Während die Supraleitung nach unseren heutigen Kenntnissen ein eindeutiges 
Kriterium für den metallischen Zustand ist, darf aus der Größe der Leitfähig- 
keit und einem negativen Temperaturkoeffizienten innerhalb eines beschränkten 
Temperaturgebietes allein nicht ohre weiteres auf metallische Leitfähigkeit 
geschlossen werden. Verschiedene Elemente, wie Si, Ge, Te, die auf Grund 
derartiger Beobachtungen lange Zeit als Metalle angesehen wurden, haben sich 
in neuerer Zeit, vom Standpunkt der Elektrizitätsleitung aus betrachtet, als 
Halbleiter erwiesen. 

Halbleiter, im heutigen Sinne des Wortes, sind Elektronenleiter, deren Leit- 
fähigkeit am absoluten Nullpunkt verschwindei. Mit steigender Temperatur 
nimmt die elektrische Leitfähigkeit im allgemeinen zu; es können jedoch Tem- 
peraturbereiche existieren, in denen ihr Temperaturkoeffizient negativ ist. Es 
ist sogar zu erwarten, daß für jeden Halbleiter eine bestimmte kritische Tem- 
peratur existiert, oberhalb welcher der Temperaturkoeffizient, wie bei Metallen, 
negativ wird. Umgekehrt spricht ein positiver Temperaturkoeffizient der elek- 
trischen Leitfähigkeit noch nicht eindeutig für einen Halbleiter, denn die Leit-" 
fähigkeit fester Ionenleiter zeigt einen in großen Zügen analogen Temperatur- 
gang. Überdies treten Ionen- und Elektronenleitung oft gleichzeitig nebenein- } 
ander auf. Die eindeutige Unterscheidung zwischen Halbleiter und Ionenleiter {i 
ist daher meistens viel schwieriger, als im allgemeinen angenommen wird, und |i 
erfordert mindestens eine genaue Messung der Überführungszahlen. Der viel- $i 
umstrittene Fall des «-Ag,S stellt ein sprechendes Beispiel für die Schwierig- 
keit einer derartigen Analyse des Leitungsmechanismus dar?). 


1) Siehe z.B. die zusammenfassende Darstellung von E. Justr [5]2). 
2) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf S. 108. 
3) Siehe z.B. B. GuppEN [3]. 


| 
| 
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Der nachfolgende Bericht befaßt sich zur Hauptsache mit der elektrischen 
Leitfähigkeit sowie mit galvanomagnetischen und thermoelektrischen Effekten in 
| MB ihleitern. Ionenleiter und Metalle bleiben außer Betracht ; ebenso die für den 
etall-Halbleiter-Kontakt charakteristischen Gleichrichtereffekte sowie auch 
Probleme der Photoleitung und Photospannung. 


2. Halbleitertypen 


2.1 Eigenhalbleiter 


Eine als reguläres Gitter kristallisierende Substanz enthalte im Volumen R 
(Grundgebiet) eine große Zahl N gleichartiger Atome bzw. Ionenpaare. Auf 


E 
| Elektronen- 

Es Leifungsband 

E, 

lat JE; 

Ep 
Locher— 
Leitungsband 

£, 

E 

Fig. 1 Fig. 2 
Energiebänder im Kristallgitter. Energieschema des Eigenhalbleiters. 


rund der Elektronentheorie des festen Körpers [1, 2, 7, 8, 9] ist bekannt, 
aß das Energiespektrum der Gesamtheit aller im Volumen R vorhandenen 
lektronen eine diskontinuierliche Folge diskreter Energiezustände der folgen- 
en Art darstellt (Fig. 1): ant, 
«Erlaubte» Energiebereiche endlicher Größe E,E,, E,F3, £,£;,... (in Fig.1 
orizontal schraffiert) sind durch «verbotene» Bereiche EıE,, By Ey, 2. Vor 
inander getrennt. Jeder erlaubte Energiebereich (sog. Energieband) enthält 
enau N mögliche, d.h. durch zwei Elektronen entgegengesetzten Spins besetz- 
are Energiestufen. In jedem Band sind demnach genau 2 N Elektronen unter- 
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zubringen. Elemente mit gerader Elektronenzahl besitzen daher vollständig 
besetzte Energiebänder. Dagegen sind unvollständig besetzte Energiebänder 
charakteristisch für Elemente mit ungerader Elektronenzahl. Der metallische 
Zustand ist dadurch gekennzeichnet, daß das höchste von Elektronen bean- 
spruchte Band unvollständig besetzt ist (Alkalimetalle) oder sich mit dem nächst- 
folgenden erlaubten Band teilweise überlappt (Erdalkalimetalle). 

Für den nichtmetallischen Zustand ist es dagegen typisch, daß für die Tem- 
peratur 7 = 0 das höchste von Elektronen beanspruchte Band genau voll- 
ständig durch 2 N Elektronen besetzt ist. 

Durch Anlegen praktisch erreichbarer elektrischer Felder kann den Elek- 
tronen eines voll besetzten Bandes kein Zusatzimpuls erteilt und damit kein 
Strom erzeugt werden. Nichtmetalle sind demzufolge am absoluten Nullpunkt 
Isolatoren. 

Für endliche Temperaturen ergeben sich jedoch neue Verhältnisse. Mit 
wachsender Temperatur steigt die Wahrscheinlichkeit, daß Elektronen das 
höchste vollbesetzte Band verlassen (Fig. 2) und erlaubte Zustände im nächst- 
höheren, leeren Band besetzen. Diese thermisch angeregten Elektronen sind im 
Gitter mehr oder weniger frei beweglich und liefern unter der Wirkung eines 
äußeren elektrischen Feldes einen Elektronenstrom. Der Anzahl n, Elektronen 
im Leitungsband entspricht eine gleich große Zahl n, von unbesetzten Zustän- 
den, sog. Löchern, im bisher vollbesetzten Band, die zu einem Löcherstrom An- 
laß geben. Während die Elektronen infolge ihrer negativen Ladung zur Rich- 
tung des elektrischen Feldes entgegengesetzt beschleunigt werden, erfahren die 
Löcher Kräfte im Richtungssinn des Feldes, d.h. sie verhalten sich wie positive 
Ladungsträger. In beiden Bändern ist somit ein Ladungstransport möglich: 
Der am absoluten Nullpunkt vollständig nichtleitende Kristall wird beihöheren ° 
Temperaturen leitend. 

Die Zahl N, der Elektronen im Leitungsband läßt sich nach Wırson [129] 
folgendermaßen berechnen: Die Zahl der Energiestufen (Eigenwerte) im Ener- 
gieintervall dE, die sog. Eigenwertdichte D(E), beträgt in der Nähe des unteren 
Randes E, des Leitungsbandes 


DE) aE =, (a) (E— ENP ae. (1) 


4 2 ie 


R = Volumen des Grundgebietes, 
mx = effektive Elektronenmasse im Leitungsband, 
h = h|(2n) = 1,01:10 7 erg-s (Plancksche Konstante). 


Fur die Umgebung des oberen Randes des vollbesetzten Bandes gilt 


DEZE SE ( us 


4x \ m 


)"* (£, — Ey? a. 2) 


my = effektive Elektronenmasse im vollbesetzten Band. 


ol. I, 1950. Elektronenleitung in Nichtmetallen 7 


Die effektiven Elektronenmassen m* und mx sind im allgemeinen mit der Ruhe- 
masse m, des Elektrons nicht identisch. Sie tragen in summarischer Weise der 
atsache Rechnung, daß sich die Elektronen innerhalb des Kristallgitters nicht 
in einem konstanten, sondern in einem räumlich periodischen Potential mit der 
Periode des Kristallgitters bewegen. 

Für die Anzahl Elektronen N(E) mit Energien zwischen E und E+dE gilt: 


N(E) dE = 2 D(E) w(E) dE, (3) 


| obei w(E) die Fermi-Diracsche Verteilungsfunktion bedeutet, d.h. 


w(E) = — a (4) 


= Energieparameter, für T = 0 Grenzenergie der Fermi-Diracschen Verteilung, 
= Boltzmannsche Konstante, 
= absolute Temperatur. 


Shae 


Im stationären Fall muß die Gesamtzahl N, der Elektronen im Leitungs- 
na gleich der Zahl N, der Löcher, d.h. der louer Elektronen im fast 
vollbesetzten Band sein, d.h. nach (3): 


an N, 2 DE) w(B) dE — 2 | Dy(E ) 1 — w(E)] dE. (5) 
D | —— nn ——_ ——— 
Leitungsband volles Band 


Jurch Einsetzen von (1), (2) und (4) und Weglassen gemeinsamer Faktoren 
folgt mit zweckmäßigen ar 


xen [| E-EN”dE _ (E, — E)? dE (6) 
2 e(E-S)/kT 4 4 EA rn x 


E; — 60 


Nun liegt die «Fermi-Energie» € zwischen den beiden Bandrändern E, und E, 
(Fig. 2). Das linksstehende Integral in (6) erstreckt sich daher über Energien 


Br CE 
‘für das rechtsstehende gilt 
EVER 
[Für nicht zu kleine Breiten 
ME RR, (7) 


des verbotenen Gebietes bzw. hinreichend tiefe Temperaturen darf daher im 
‚Nenner beider Integranden die Größe + 1 neben der Exponentialfunktion ver- 
nachlässigt werden. Dies bedeutet, daß die Energiezustände des Leitungsbandes 
nur schwach besetzt sind. Die Konzentration der Leitungselektronen sowie 
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die Löcherkonzentration im vollen Band ist also sehr gering. Das Gas der 
Leitungselektronen ist demnach nicht entartet und wird durch die Maxwell- 
Boltzmannsche Statistik genügend genau beschrieben. Auf das Problem der 
Entartung wird im nächsten Abschnitt eingegangen. 

Im nichtentarteten Fall vereinfacht sich (6) zu 


co E, 


mie | (E — Ey)? eEDRT GE = mp8? i. (E, — BE)? glE-ORT QE 


E; 00) 


und liefert durch Auswertung für die Grenzenergie ¢ den Ausdruck 


Fit fe 
2 


= RT i mi je 


* 
2 mz 


R (8) || 
Mit diesem Wert von £ folgt aus (1), (4), (5) und (7) mit # = N/R für die Zahl 
der Elektronen n; im Leitungsband bzw. die Zahl der Löcher #, im fast vollen 
Band pro Kubikzentimeter: 


: 1 ( 2myz kT \3/2( mi \S 4er | 
ie eee 


Die Zahl der Ladungsträger pro Kubikzentimeter steigt demnach mit der M} 
Temperatur sehr rasch an und hängt außer von den effektiven Elektronen- — 
massen m* und mf wesentlich von der Größe AE,, der sog. Aktivierungs- — 
energie, ab. Jede dieser Größen ist durch die Geometrie des Gitters sowie 
die Art der an seinem Aufbau beteiligten Atome bzw. Ionen grundsätzlich 
in eindeutiger Weise festgelegt und damit für jede vorgegebene Substanz — 
eigentümlich. Stoffe, welche auf Grund des beschriebenen Mechanismus leiten, | 
bezeichnet man als Eigenhalbleiter. Da die Leitfähigkeit proportional zur Zahl 
der Ladungsträger ist und diese bei gegebenen Daten des Gitters nach (9) 4 
einzig von der Temperatur abhängt, müßte die Leitfähigkeit bei konstanter 
Temperatur eine für jeden Stoff charakteristische Materialkonstante sein. Dies 
steht jedoch im Widerspruch mit dem überwiegenden Teil aller bisherigen 
Erfahrungstatsachen. Die Leitfähigkeit hängt im Gegenteil in auffallender | 
Weise von Abweichungen vom stöchiometrischen Gleichgewicht und von Art und 
Konzentration gitterfremder Einlagerungen ab. 


2.2 Überschuß- und Mangelleiter 


Gitterbaufehler, d.h. Fehlstellen oder gitterfremde Einlagerungen, haben |} 
zur Folge, daß im Energieschema der Elektronen zusätzliche Energieniveaux 
auftreten. Niveaux in kleinem energetischem Abstand unterhalb des unteren 
Randes des Leitungsbandes, welche bei tiefen Temperaturen von Elektronen | 
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besetzt sind, wirken als Elektronenspender (Donatoren). Durch thermische An- 
regung werden Elektronen in das Leitungsband abgegeben und geben dort 
AnlaB zu Elektronenleitung (Fig. 3). Umgekehrt wirken nahe oberhalb des 
pberen Randes des vollbesetzten Bandes und bei tiefen Temperaturen wnbe- 
setzte Niveaux als Elektronenempfänger (Akzeptoren). Bei höheren Tempera- 
turen wird ein Teil der Empfangerniveaux durch Elektronen des vollen Bandes 
esetzt. Dies hat Lécherleitung im nunmehr unvollständig gefüllten Band zur 
olge (Fig. 4). Halbleiter der erstgenannten Art (n-Typ) bezeichnet man als 
Überschuß-, die der zweiten Art (p-Typ) als Mangelleiter; beide gemeinsam als 
torhalbleiter. 


Elektronen — 
Leitungsband 
e 


| leeres Band 


nn le 


Np Donatoren 


iy o- 0 -@ &--0-—+- na Akzeptoren 
Eee 
les Band i Löcher — 
= Leitungsband 
Fig. 3 Fig. 4 
Energieschema des ÜberschuBhalbleiters. Energieschema des Mangelhalbleiters. 


Die Zahl der Elektronen #, bzw. der Locher n, pro Kubikzentimeter be- 
rechnet sich für kleine Konzentrationen der Ladungsträger nach Wırson [129] 
ähnlich wie im Fall des Eigenhalbleiters. 

Im Zustand des thermischen Gleichgewichtes muß die Zahl der Elektronen 
im Leitungsband gleich der Zahl der ionisierten Donatoren sein, d.h. 


N; = 2 | Di) w(E) dE = N, [1 — w(E;)]. (10) 


Np = Zahl der Donatoren im Grundgebiet, 
E; = Energieniveau der Elektronenspenderstellen. 


Durch Einsetzen der Eigenwertdichte aus (1) sowie der Verteilungsfunktion 
und durch Einführung der Donatorenkonzentration 1, = N,/R folgt: 


oo 
27° | he? | gE-ERT+IL e-- ORT +I 


2 
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Beschränkt man sich wiederum auf genügend hohe Werte der Aktivierungs- 
energie ME, = E, — Eı (Fig. 3) bzw. tiefe Temperaturen, so vereinfacht sich 
(11) zu 


oo 


1 2mMÉ NS [ mn pue, -E-OAT IE — y. ee OT 12 
ll eae 5 (12) 
Ey 
Die Integration läßt sich leicht ausführen, und man gewinnt für € den Aus- 
druck 
MTL ue mi k T\3/4 
CR D [og nil? — log | 5 ir) | à 


(13) 


woraus durch Einsetzen auf der rechten Seite von (12) sofort folgt 


1 (2mMmÉRTISE 19 AE DCR T 
Np => (EE PEN) (14) 


np = Zahl der Donatoren pro Kubikzentimeter, 
my = effektive Elektronenmasse im Leitungsband, 
AEp = Aktivierungsenergie der Donatoren. 


Der entsprechende Ausdruck für Mangelleiter lautet 


if 2 m* k au e-4Eall@kT), (15) 


N a = 
L 2 rh? 


n, == Zahl der Akzeptoren pro Kubikzentimeter, 
my = effektive Elektronenmasse im fast vollen Band, 
AE 4 = Aktivierungsenergie der Akzeptoren. 


In beiden Fallen ist die Temperaturabhängigkeit der Konzentration der La- — 
dungsträger gleich wie für den Eigenhalbleiter, mit Ausnahme der niedrigeren — 
Potenz in der die Temperatur vor der Exponentialfunktion auftritt. Als neue 
Größen treten jedoch die Konzentrationen n, und n, der Spender- und Emp- 
fängerstellen auf. Damit wird die Theorie mindestens formal der experimentellen 
Tatsache gerecht, daß die Leitfähigkeit aller bekannten Halbleiter durch che- 
mische Prozesse, wie Oxydation und Reduktion, oder Einlagerung von Fremd- 
atomen (Verunreinigungen) in weiten Grenzen verändert werden kann. 

Es ist klar, daß in jedem Halbleiter Spender- und Empfängerstellen gleich- 
zeitig auftreten können. Es muß auch damit gerechnet werden, daß nebenein- 
ander verschiedenartige Spender bzw. Empfänger mit unterschiedlichen Akti- 
vierungsenergien existieren. Außerdem ist zu beachten, daß jeder Störhalbleiter 
bei hinreichend hohen, mit der Existenz des betreffenden Kristallgitters ver- 
träglichen Temperaturen Eigenleitung zeigen muß. Daraus geht hervor, daß 
man unter Umständen mit recht verwickelten Verhältnissen zu rechnen hat, 
deren Aufklärung sehr sorgfältige experimentelle Untersuchungen erfordert. 
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2.3 Entartungserscheinungen 


Die im vorigen Abschnitt angegebenen Ausdrücke für die Zahl der Ladungs- 
‚räger als Funktion der Temperatur können nur richtig sein, solange ihre Kon- 
centration wesentlich kleiner ist als die durch das E ntartungskriterium gegebene 
critische Dichte 


1 2mk 12 
a Al . jr "TER = 3,6. 108 . TS. (16) 


3ei welchen Temperaturen das Elektronengas eines Halbleiters entartet, hängt 
Javon ab, wie die Elektronenzahl mit der Temperatur variiert. Nachdem im 
wesentlichen 


ne MERE 


st, für tiefe Temperaturen also sehr rasch klein wird und für hohe Tempera- 
turen einem konstanten Grenzwert zustrebt, ist Entartung weder für sehr hohe 
och für sehr tiefe, sondern für mittlere Temperaturen zu erwarten. Für 
öhere Konzentrationen als »,,; sind die bei der Ableitung von (9), (14) und 
115) ) gemachten Vernachlässigungen, die gleichbedeutend mit der Anwendung 
Ger Maxwell-Boltzmann-Statistik sind, nicht mehr zulässig. Andererseits er- 
reichen die Elektronen- bzw. Löcherkonzentrationen auch in gutleitenden Halb- 
deitern die hohen Werte in Metallen nicht, die eine völlige Entartung des Elek- 
tronengases zur Folge haben. Für Halbleiter wird daher gerade das Gebiet 
schwacher Entartung wichtig, welches von SHIFRIN [121] ausführlich diskutiert 
worden ist. Für einen Überschußhalbleiter ist somit Gleichung (11) streng zu 
lösen. Mit den Substitutionen 


_ EE Boras ea Psa _ AE» 
(ies RT kT ET 
folgt aus (11) 2 
A il if Pr 
a oe ee ed) (17) 
0 
mit mie 
he 3/2 
Ki 2 er 
u Es | 


SHIFRIN hat gezeigt, daß der Parameter y ein Maß für den Entartungsgrad 
darstellt. Die Bedingung u = 0 ist identisch mit dem Entartungskriterium (16) 
und bedeutet, daß die Grenzenergie £ gerade mit dem unteren Rand Ey des 
Leitungsbandes zusammenfällt. Solange u = —2 ist, d.h. solange die Grenz- 
energie um mehr als 2%T unterhalb des unteren Randes des Leitungsbandes 
liegt, darf das Elektronengas als nichtentartet betrachtet werden. Für u = +1 
tritt dagegen bereits völlige Entartung ein; die Grenzenergie ¢ liegt in diesem 
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Fall oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes. Aus u — 0 bzw. (16) 
kann leicht eine Beziehung zwischen den kritischen Werten der Aktivierungs- 
energie AE, und der Donatorenkonzentration #, als Funktion der Temperatur 
gefunden En für welche Entartung lan 

Die Lösung des Problems erfordert wiederum die Bestimmung von £ bzw. u 
aus Gleichung (17) als Funktion der Temperatur. Während SHIFRIN hierzu 
eine graphische Methode verwendet, haben Busch und LABHART [36] für /1/2(4) | 
eine Entwicklung angegeben, welche die Funktion für alle Werte von u = +1,5 
mit einer befriedigenden Genauigkeit von + 3,5% wiedergibt und eine ana- 
lytische Behandlung der Gleichung (17) ermöglicht‘). Nachdem ferner für 
u = +1,5 eine aus der Sommerfeldschen Theorie der Metallelektronik bekannte 
Entwicklung existiert, ist grundsätzlich eine Berechnung der Zahl der Leitungs- 
elektronen als Funktion der Temperatur für jeden Entartungsgrad möglich, « 
wenn auch die erforderlichen Rechnungen etwas umständlich werden. Ent- 
artungserscheinungen spielen aber für gutleitende Halbleiter wie PbS, PbSe, 
SiC und bei den heute besonders interessierenden halbleitenden Elementen, 
wie Si, Ge, eine wesentliche Rolle [81, 106, 108]. 


2.4 Wesen und Größe der Aktivierungsenergie. Natur der Störstellen 


Die Aktivierungsenergie AE, eines Eigenhalbleiters ist gleich dem energeti- 
schen Abstand des Leitungsbandes vom höchsten vollbesetzten Band (Fig. 2). — 
Die theoretische Bestimmung dieser Größe erfordert eine genaue quantitative 
Berechnung der Eigenfunktionen und Eigenwerte der Elektronen für jedes | 
Gitter. Solche Rechnungen sind z.B. für Diamant von KIMBALL [84] und — 
Hunp [76] und für das ebenfalls als Diamantgitter kristallisierende Silizium « 
von MULLANEY [102] und HOLMES [75] durchgeführt worden. Leider sind diese 
Rechnungen gerade bei den für Halbleiter maßgebenden kleinen Energiediffe- 
renzen der Bandränder bis jetzt zu wenig genau durchführbar, so daß man im — 
allgemeinen auf eine experimentelle Bestimmung der Aktivierungsenergien an- | 
gewiesen ist. Für Störhalbleiter ist dagegen eine Abschätzung der Aktivierungs- — 
energie mit Hilfe geeigneter Modellvorstellungen über die Natur der Störstellen 
möglich. 


2.41 Ionenkristalle 


Nach den grundlegenden Arbeiten, hauptsächlich von WAGNER und 
SCHOTIKY?), ist in einem heteropolaren Kristall, bestehend aus positiven 


1) Wie PurLey [108] bemerkt, ist es sowohl Suırrın als auch Busch und LABHART entgangen, 
daß die Funktion /,/,/u) von McDouGALL und STONER [92] sehr genau berechnet und tabelliert 
worden ist. Durch Anschluß der Näherungsformel von BuscH und LABHART an die exakten Werte 
reduzieren sich die Fehler auf weniger als + 1,5%. 

2) Siehe z.B. die zusammenfassende Darstellung von W. Jost [4]. 
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Tetallionen M* und negativen Metalloidionen X~ mit folgenden Abweichungen 
om Idealgitter, d.h. Fehlordnungstypen, zu rechnen, welche zu einer Elek- 
onenleitung AnlaB geben künnen. 


A. — Neutrale Metallatome (™) besetzen Zwischengitterplätze (Fig. 5). Da 


n den Zwischenräumen des Gitters im allgemeinen zu wenig Platz für ein neu- 
rales Atom vorhanden ist, muB dieses als Ion M+ aufgefaBt werden, in dessen 
Kraftfeld ein Elektron eingefangen ist. 


Fig.5 Fig. 6 
@ehlordnung in einem Ionengitter mit Metall- Fehlordnung in einem Ionengitter mit Metall- 
überschuß. Neutrale Metallatome auf überschuß. Leerstellen im Anionenteilgitter. 
Zwischengitterplätzen. Elektronenleiter. Elektronenleiter. 


B. — Einzelne Plätze des X~-Gitters sind unbesetzt (Fig. 6). Zur Erhaltung 
Jer Ladung muß für jedes fehlende X--Ion ein Elektron eingelagert werden, 
welches, chemisch betrachtet, irgendeines der benachbarten M+-Ionen in ein 


zeutrales Atom verwandelt. Da sich das zusätzliche Elektron jedoch mit 


zleicher Wahrscheinlichkeit an alle nächstbenachbarten M+-Ionen anlagert, 
wird die Leerstelle [] (fehlende negative Ladung) zweckmäßiger als positive 
Ladung aufgefaßt, in deren Kraftfeld sich das Elektron bewegt. 

In beiden Fällen besteht im Gitter ein Metallüberschuß, wie er chemisch 
durch eine Reduktion oder Erhitzen eines Kristalls im Dampf des am Gitter 
>eteiligten Metalls erzeugt werden kann. 

Nach Mort [6] können Störstellen der beschriebenen Art unabhängig von 
ler Art des eingelagerten bzw. fehlenden Ions wie ein Wasserstoffatom behan- 
lelt werden, dessen Elektron sich in einem Coulombschen Potential 

Dee (18) 


7? Rept 


bewegt. k,, ist eine effektive Dielektrizitätskonstante, die von der Polarisier- 
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barkeit der Umgebung der Störstellen abhängt und deren Wert zwischen der 
statischen und der optischen Dielektrizitätskonstante des Kristalls liegt. Der M 
Bahnradius eines solchen Elektrons ist infolge des abgeschwächten Potentials 
bedeutend größer als im Wasserstoffatom und kann mehrere Atomabstände 
betragen. Für die Energiezustände ergibt sich daher mit (18) ein Ausdruck 
ähnlich dem für das Wasserstoffatom 


et m* 1 
oe hey 192 


mit der Quantenzahl # = 1, 2, 3, 
Die Zonisierungsenergie E, einer ae wird daher um den Faktor 1/k2, 
kleiner als für das NER SMI Orne he 


et mp 1 13,53 me 
Eee ee : — — + - eV. 20) 
jE 2 h? key hey Mo ( ) 


mi: — effektive Masse des Elektrons, 
my = Ruhemasse des Elektrons. 


Nun ist aber E;; gleichbedeutend mit der Arbeit, die nötig ist, um das von der 
Störstelle eingefangene Elektron abzulösen, d.h. ins Leitungsband zu heben. — 
Der Grundzustand des Störatoms liegt also um den Betrag E,, unterhalb des L | 
unteren Randes des Leitungsbandes, d.h. Ej, ist identisch mit der Akizvie- } 
rungsenergie AE, eines UberschuBleiters (Fig. 3). Thr Wert läßt sich somit nach | 
(20) abschätzen, und es zeigt sich, daß die Aktivierungsenergien um so kleiner — 
zu erwarten sind, je stärker polarisierbar das Kristallgitter ist. | 

Halbleiter mit Störstellen der Typen A und B sind Elektronenleiter, denn 
die Störstellen wirken als Donatoren. Ihre Konzentration erhöht sich nach Maß- | 
gabe des Metallüberschusses, d.h. durch chemische Reduktion. Überschuß- und § 
Reduktionshalbleiter sind daher wesensgleich. Einer der typischen und am # 
besten untersuchten Vertreter dieser Kategorie ist das ZnO. Weitere Beispiele 
sind in Abschnitt 3.3 angegeben. 

C. — Entsprechend dem Typus A sind überschüssige Metalloidatome X 4 
auf Zwischengitterplätzen vorstellbar. Es scheint jedoch, daß diese Art Fehl- | 
ordnung infolge der großen Ionenradien der Metalloide nicht realisiert ist. 

D. — Einzelne Plätze des M+-Gitters sind unbesetzt (Fig. 7). Wegen der | 
Erhaltung der elektrischen Gesamtladung des Kristallgitters muB mit jedem 
fehlenden Metallion auch ein Elektron aus dem Gitter entternt werden. Dieses 
Elektron kann von irgendeinem der Fehlstelle benachbarten X--Ion geliefert 


werden, welches dadurch in ein neutrales Atom (x) übergeht. Ebensogut kann 


aber auch ein M+-Ion unter Übergang in ein M++-Ion ein Elektron abgeben. | 
Welcher der beiden Fälle realisiert ist, hängt davon ab, ob das höchste voll 1 
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esetzte Band von Elektronen der X~-Ionen oder der M+-Ionen beansprucht 
rird. Das fehlende Elektron verhält sich wie ein positiv geladenes «Loch», 
relches sich analog zum Falle B im Potentialfeld 

er als negative Ladung wirkenden Leerstelle 7] 
‘ehlende positive Ladung) bewegt. Die Mottsche 
Ïberlegung läßt sich daher auch auf dieses, eben- 
alls wasserstoffähnliche System anwenden, in- 
em man lediglich das Vorzeichen der Ladungen 
ertauscht. Um eine derartige Fehlstelle zu ioni- 
deren, d.h. das Loch abzutrennen und fiir den 
vadungstransport frei zu machen, ist bis auf den 
Jnterschied in den effektiven Massen m* derselbe 
tnergiebetrag E;, nötig, wie er in (20) angegeben 
st. Nun ist aber die Abtrennung eines positiv Fig. 7 

eladenen Loches physikalisch dasselbe, wie die een fa on a 
anlagerung eines Elektrons. Um daher im höch- oe ee 
ten vollbesetzten Band ein frei bewegliches Loch 

u erzeugen, muß ein Elektron des vollen Bandes auf die um E,, höhere Energie 
ebracht werden. Die Energieniveaux der Elektronenempfängerstellen (Akzep- 
oren) liegen somit um den Betrag 


— 


* 
E,, = on: eV (21) 
‘-berhalb des oberen Randes des vollen Bandes (Fig.4). m} bedeutet die effek- 
ive Masse eines Loches. E;, ist daher gleich der Aktivierungsenergie AE, 
ines Mangelleiters. 

In den beiden Fällen C und D herrscht im Gitter Metallmangel. 

Die Konzentration der Akzeptoren wächst mit zunehmendem Metallmangel, 
Eh. durch Oxydation. Einer der am besten untersuchten Mangelleiter ist das 
Cu,0. — Weitere Beispiele siehe unter Abschnitt 3.3. 

Von einigen Verbindungen ist bekannt, daß sie sowohl als Überschuß- wie 
uch als Mangelhalbleiter in Erscheinung treten können. Untersuchungen von 
BAUER [21], ECKART und RAITHEL [48], EISENMANN [50], HINTENBERGER [70] 
ind Morton [101] an PbS und PbSe sowie von MEYER und NELDEL [96] am 
JO, haben gezeigt, daß in diesen Substanzen durch einen Überschuß an Metall 
Tlektronen-, durch einen Überschuß an Metalloid dagegen Löcherleitung auf- 
ritt. Solche Halbleiter werden als amphoter bezeichnet. 


2.42 Valenzkristalle 


Es ist klar, daß in einem aus neutralen Atomen aufgebauten Gitter, wie 
Diamant, Si, Ge, SiC, mit vollbesetzten Energiebändern ein anderer Mechanis- 
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mus für die Elektronenleitung verantwortlich sein muß als für Ionenkristalle. | 


Auf Grund umfangreicher Forschungsarbeiten zahlreicher amerikanischer For- 
scher!) ergibt sich folgendes Bild: 


Silizium und Germanium sind Elemente der IV. Gruppe des periodischen M 


Systems. Es hat sich nun gezeigt, daß Einlagerungen in kleinen Konzentra- 
tionen von dreiwertigen Elementen, wie B oder Al, im allgemeinen Mangel- 


leitung, Zusätze von fünfwertigen Elementen, wie P, Sb, As, dagegen im allge- 7 


meinen Überschußleitung erzeugen. Die dabei auftretende Fehlordnung soll 


nach Angaben von PEARSON und BARDEEN [106] Substitutionscharakter haben, 


d.h. daB reguläre Plätze des Si-Gitters durch Fremdatome, z.B. P oder B, 
besetzt werden (Fig. 8 und 9). 


Fig. 8 Fig. 9 
Fehlordnung in einem Valenzgitter. Fehlordnung in einem Valenzgitter. 
Dreiwertige Boratome auf regularen Fünfwertige Phosphoratome auf regulären 
Gitterplätzen. Lôcherleiter. Gitterplätzen. Elektronenleiter. 


Im idealen Si-Gitter (Diamanttyp) ist jedes Si-Atom tetraedrisch von 4 Si- | 
Atomen umgeben. Wird nun ein Si-Atom durch ein fünfwertiges P-Atom er- | 
setzt, so wird eines der 5 Valenzelektronen nicht für die Bindung beansprucht. } 
Es wird sich also ähnlich wie ein Elektron verhalten, das von einer Fehlstelle } 
in einen Ionenkristall eingefangen wurde, d.h. sich auf einer wasserstoffähn- | 
lichen Bahn um das eingelagerte P-Atom bewegen. Die quantitativen Betrach- | 
tungen sind daher ganz ähnlich wie für Ionengitter und zeigen, daß in diesem | 


Fall ein Überschußleiter entsteht. 


Ein eingelagertes dreiwertiges B-Atom hat dagegen ein Elektron weniger, | 
als erforderlich ist, um die Valenzbindungen abzusättigen, und hat, wie leicht | 


1) Vel. etwa H.C.Torrey und C. A. WuHiTMER [10]. 
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#nzusehen ist, Mangelleitung zur Folge. Auf Grund der beschriebenen Vor- 
}cellungen ist zu erwarten, daß Halbleiter mit homöopolarer Bindung grund- 
Jitzlich amphotere Halbleiter sind. Tatsächlich ist für Si, Ge und SiC sowohl 
[berschuB- wie auch Mangelleitung nachgewiesen worden. 

Ein Umstand, der zweifellos eine Vertiefung dieser sehr erfolgreichen Vor- 
}cellungen erfordert, liegt darin, daß auch Einlagerungen von Sn, das ebenfalls 
er IV. Gruppe des periodischen Systems angehört, in ähnlicher Weise Stör- 
albleiter erzeugen. 


2.43 Halbleiter mit ungefülltem 3d-Band!) 


Eine gewisse Sonderstellung nehmen die Verbindungen der Elemente Sc, 
‘i, V, Cr, Mn, Fe, Co und Ni ein. Bei diesen Elementen ist die 3 d-Elektronen- 
thale nicht vollständig besetzt, während die 4 s-Schale ganz oder wenigstens 
bilweise aufgefüllt ist. 
| Substanzen wie z.B. MnO, CoO, NiO, Fe,O, usw. weisen daher unvoll- 
tändig gefüllte 3 d-Bänder auf. 
Auf Grund der Bändertheorie der elektrischen Leitung sollte man bei diesen 
‚toffen metallische Leitfähigkeit erwarten. In Wirklichkeit liegt aber ihre 
‚eitfähigkeit bei Zimmertemperatur in der Größenordnung von 10-7 bis 
08 Q-1cm-! und der Temperaturverlauf der Leitfähigkeit entspricht dem 
ines typischen Halbleiters. 
Auf diesen Widerspruch haben DE BOER und VERWEY [44] hingewiesen. 
ihre Erklärung ist folgende: Bei diesen Verbindungen kann die Bändertheorie 
icht angewendet werden, weil die Eigenfunktionen der 3 d-Elektronen am Ort 
ines Nachbaratoms oder -ions im Gitter praktisch verschwinden. Mit anderen 
orten: Die 3 d-Elektronen gehören zu bestimmten Atomen oder Ionen und 
ind keineswegs im Gitter frei beweglich, wie dies in der Metallelektronik an- 
nommen wird. Zwischen den einzelnen Gitterplätzen befinden sich demnach 
otentialwälle. 
Der Grund für dieses Verhalten der 3 d-Elektronen liegt darin, daß sie nicht 
Mechanismus der chemischen Bindung beteiligt sind. Das 3 d-Band liegt 
ei einem zweifach positiv geladenen Ion energetisch tief (3. Ionisierungsspan- 
ung) und ist infolge der geringen Wechselwirkung zwischen den 3 d-Elektronen 
-enachbarter Atome schmal. Bei dieser Sachlage ist der Mechanismus der Elek- 
conenleitung in Verbindungen mit ungefülltem 3 d-Band sehr ähnlich zu be- 
jandeln wie die Elektrizitätsleitung bei Ionenleitern. 

Die 3 d-Elektronen können infolge ihrer thermischen Anregung und infolge 
es Tunneleffektes in benachbarte, äquivalente Gitterplätze gelangen. Wenn 
ie Nachbarschaft normal besetzt ist, werden sie sofort wieder in den alten Platz 


rer 


1) Die Abfassung der Abschnitte 2.43 und 3.325 verdanke ich Herrn Dr. H.LABHAarr am 
nstitut für technische Physik an der ETH. 


AMP 1/2 
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zurückfallen. Sitzt aber am Nachbarplatz aus irgendeinem Grund ein Ion des 
gleichen Elementes, das ein Elektron weniger hat, so wird dort die Aufenthalts-— 
dauer so lang, daß in dieser Zeit ein Elektron aus einem dritten Gitterplatz an 
die verlassene Stelle springt. Wird bei diesen Platzwechselvorgängen infolge | 
eines angelegten Feldes eine Richtung bevorzugt, so resultiert ein Ladungs- | 
transport. 


Für diesen Leitungsmechanismus ist nötig, daß an äquivalenten Gitter- | 
plätzen Ionen des gleichen Elementes mit verschiedener Ladung sitzen. Dies 
kann aus verschiedenen Gründen der Fall sein. 


Erstens können Abweichungen von der streng stöchiometrischen Zusam- 
mensetzung der Stoffe dazu Anlaß geben. Denken wir uns z.B. NiO mit einem | 
geringen Überschuß von Sauerstoff. Nach Untersuchungen von DE BOER und 
VERWEY [44] entstehen im Gitter in diesem Fall Fehlstellen von Nit+-Ionen. | 
In der Nachbarschaft einer solchen Fehlstelle verlieren zur Aufrechterhaltung | 
der Ladungsbilanz zwei Nit+-Ionen je ein Elektron. Da die entstandenen Nit+- 
Ionen, bei denen die Lage des 3 d-Bandes durch die Nähe der Störstelle aller- 
dings etwas beeinflußt ist, an äquivalenten Gitterplätzen sitzen wie die Nit++- j 
Ionen, ist die Bedingung für den obenerwähnten Leitungsmechanismus erfüllt. | 


Zweitens gibt es Kristallgitter, in denen an 
äquivalenten Gitterplätzen verschieden gel 
ladene Ionen des gleichen Elementes sitzen) 
können. Solche Verhältnisse liegen beim Spi- } 
nellgitter vor. In diesem Gitter kristallisieren 
viele zu der hier besprochenen Gruppe gel 
hörenden Verbindungen, wie z.B. Fe,O,, | 
FeOCr,0,, MnOFe,0, usw. 


Das Spinellgitter besteht aus einer im} 
wesentlichen kubisch dichtesten Packung von | 
Sauerstoffionen (Fig. 10). Greift man eine | 
kubische Elementarzelle heraus, die 32 Sauer- | 
stoffionen enthält, so findet man zwischen den | 
Sauerstoffionen 32 Hohlräume, die oktaedrisch | 
von O-~ umgeben sind, und 64 Hohlräume, } 

Fig. 10 die tetraedrisch von O-- umgeben sind. Von 
Elementarzelle des Spinellgitters. diesen Hohlräumen sind solche 16 oktaedrisch | 
ee Kugeln — Sauerstoffionen.  \umgebene und 8 tetraedrisch umgebene von | 
<leine schwarze Kugeln = Tetraeder- 
plätze. Schraffierte Plätze = Oktaeder- den zwei- und dreiwertigen Metallionen be-| 
plätze. (Nach VerwevundHrırmann.) setzt, daß die kubisch-holoedrische Symmetrie | 
erhalten bleibt. 


Bei vielen Substanzen sitzen alle dreiwertigen Ionen an den Oktaeder- | 
plätzen und alle zweiwertigen an den Tetraederplätzen. Da in diesem Falle | 


| 
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quivalente Gitterplätze lauter gleichgeladene Ionen enthalten, gibt ein solches 
ritter zu keiner Leitfähigkeit Anlaß. 

BARTH und Posnjak [19] haben jedoch gezeigt, daß bei zahlreichen im 

}pinellgitter kristallisierenden Substanzen die 8 Tetraederplätze von dreiwer- 
gen Ionen eingenommen werden, so daß die 16 Oktaederplätze von gleich 
ielen zwei- und dreiwertigen Ionen besetzt sind (inverses Spinellgitter). Auf 
iese Tatsache bauen VERWEY, HAAYMAN und ROMEIJN [124] ihre Theorie 
ber den elektrischen Leitmechanismus in Oxyden mit Spinellstruktur. Wenn 
ämlich die zwei- und dreiwertigen Ionen an den Oktaederplätzen zum gleichen 
lement gehören und statistisch verteilt sind, wird durch den Übergang eines 
lektrons von einem zweiwertigen zu einem dreiwertigen Ion der Zustand des 
ritters nicht geändert und im Mittel keine Energie aufgenommen. Beim An- 
gen eines Feldes wird dabei ein Strom fließen. Weil Fe,O, ein solches inverses 
pinellgitter besitzt, erklärt sich somit das hohe elektrische Leitvermögen die- 
er Verbindung. 
' Im Fe,O, lassen sich leicht die Fe++-Ionen durch andere zweiwertige Ionen, 
tie Ni++, Zn++ usw., ersetzen. In einem solchen Kristall findet man statistisch 
ber die ee verteilt z.B. Nit+- und Fet++-Ionen. Im allgemeinen 
+ dabei der Übergang eines Elektrons von Nit+ zu Fet+++ mit Energieaufwand 
erknüpft!) und daher weniger wahrscheinlich. Damit sinkt auch das elektrische 
‚eitvermögen, und bei großen Energiedifferenzen wird der Stoff praktisch zum 
solator. 


3. Elektrische Leitfähigkeit und galvanomagnetische Effekte 


3.1 Theoretische Grundlagen 


3.11 Elektrische Leitfähigkeit 


Die elektrische Leitfähigkeit eines Halbleiters, in welchem gleichzeitig Elek- 
conen- und Löcherleitung wirksam sind, läßt sich durch einen Ausdruck folgen- 


er Art darstellen: 
Oo = en, 0, Pen br. (22) 


Jarin bedeuten n; und n; die durch (9) bzw. (10) und (11) gegebenen Elek- 
conen- bzw. Löcherkonzentrationen; db, und b, sind die Beweglichkeiten der 
ntsprechenden Ladungsträger. Die Beweglichkeit ist ihre mittlere, durch die 
eldstarkeeinheit erzeugte Translationsgeschwindigkeit. Im Falle eines nicht- 
ntarteten Elektronengases ergibt sich fiir die Beweglichkeit auf Grund der 


1) Wenn bei diesem Vorgang Energie gewonnen wiirde, tibernahme Ni die Rolle des dreiwertigen 
nd Fe die Rolle des zweiwertigen Ions. 
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klassischen Theorie von H. A. LORENTZ 


4 e lg,L | 
ten = à Dane Ten - (23) 


Darin bedeuten /;, die mittlere freie Weglänge und m}, die effektive Masse 
der Elektronen bzw. der Löcher. 

Die Hauptschwierigkeit für eine abgeschlossene Theorie der Leitfähigkeit 
in Halbleitern liegt nun gerade in der Berechnung konkreter Werte für die 
freien Weglängen. Die Diskussion ihrer Abhängigkeit von der Temperatur ist 
dagegen in den meisten Fällen einfacher. Die freie Weglänge eines Elektrons ist 
umgekehrt proportional zur Wahrscheinlichkeit einer Streuung durch das Kri- 
stallgitter. Maßgebend für die Streuwahrscheinlichkeit sind die Abweichungen 
von der strengen Periodizität des idealen Gitters. Diese Abweichungen werden 
einerseits durch die Temperaturbewegung der Atome bzw. Ionen des Gitters, 
anderseits durch Störungen des Gitters durch Fehlstellen und Einlagerungen } 
hervorgerufen. Die freie Weglänge / setzt sich also, ähnlich wie bei Legierungen, | 
aus zwei Bestandteilen zusammen, und zwar gilt im einfachsten Fall, d.h. | 
unter der Annahme der nicht unbeschränkt gültigen Additivität: 


= +. (24) | 


Dabei ist J, durch die thermisch angeregten Gitterschwingungen, /, dagegen 
durch die Gitterbaufehler, namentlich durch Einlagerungen gitterfremder 
Atome (Verunreinigungen) bedingt. 

Die Temperaturabhängigkeit des Gitteranteils läßt sich auf Grund einer 
elenıentaren Betrachtung verstehen. Die Wahrscheinlichkeit der Streuung eines’ 
Elektrons infolge der Temperaturbewegung der Gitterpartikel ist proportional } 
zum Streuquerschnitt, d.h. proportional zum Quadrat ihrer Amplitude, und } 
damit für hinreichend hohe Temperaturen proportional zur absoluten Tem- | 
peratur T. Die mittlere freie Weglange J, ist umgekehrt proportional zur Streu- } 
wahrscheinlichkeit und steht daher im reziproken Verhältnis zur Temperatur; | 
d.h. es gilt im wesentlichen 


ly ~ 


T° (25) 
WILSON [129] und BRONSTEIN [31] haben das Problem quantentheoretisch be- | 
handelt. In Anlehnung an die Theorie von BLocx [23] untersuchten sie die | 
Wechselwirkung der Halbleiterelektronen mit den Schallquanten des Gitters | 
Der Unterschied gegenüber dem Metallproblem besteht darin, daß die Elek-} 
tronen als nichtentartetes Gas, d.h. als Teilchen mit thermischen Geschwindig- | 
keiten, behandelt werden. Es ergibt sich nicht nur für hohe, sondern für alle} 
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raktisch bedeutsamen Temperaturen, d.h. etwa T > 1° K, dieselbe Abhängig- 
eit von T wie in (25). 

Eine Verfeinerung der Theorie der freien Weglänge von Elektronen in 
pnenkristallen wurde von FRÖHLICH und Morr [57, 58] gegeben, wobei der 
olarität des Gitters Rechnung getragen wird. Maßgebend für die Streuung 
t zur Hauptsache der optische Zweig der Gitterschwingungen. Diese Autoren 
nden für Leitungselektronen mit Maxwell-Boltzmann-Statistik für Tempera- 


ıren unterhalb der charakteristischen Temperatur © des Gitters, d.h. für 
E20: 


6 — 1 PUR  % 
De a aes nl (26) 


FF Va A, 9, 


die Konstanten bedeuten: 


| e bzw. €, = Statische bzw. optische Dielektrizitätskonstante, 
| a, = h?/m* e?; m* = effektive Elektronenmasse, e = Elektronenladung. 


|. Eine entsprechende Theorie für Valenzkristalle stammt von SEITZ [120]. 
nfolge des unpolaren Charakters der Valenzbindung tritt weder im akustischen 
‚uch im optischen Zweig der Gitterschwingungen eine elektrische Polarisation 
uf. Das Modell entspricht also eher wieder dem von WILSON und BRONSTEIN 
'enützten, und es ist daher zum vornherein ein Resultat zu erwarten, welches 
nen Ergebnissen nahekommt. Tatsächlich findet SEITZ auf Grund seiner 
krengeren Theorie wiederum die Temperaturabhängigkeit (25), nämlich: 


On h* c2n, M 1 
in ae organ or en 


ait folgender Bedeutung der Konstanten: 


c = Schallgeschwindigkeit, 

1 ñ, = Zahl der Atome pro Kubikzentimeter, 
M = Masse eines Atoms, 
k = Boltzmannsche Konstante. 


ist eine Konstante, welche ungefähr proportional zur charakteristischen Tem- 
eratur des Gitters ist und ein Maß für die Wechselwirkung zwischen Gitter 
ınd Elektronen darstellt. Leider ist gerade diese Größe sehr unsicher bekannt 
ınd kann nur roh abgeschätzt werden. In der Seitzschen Theorie wird die 
Nechselwirkung von Elektronen mit Energien von der Größenordnung RT 
nit den akustischen Gitterschwingungen allein berücksichtigt, da die optischen 
chwingungen infolge der hohen charakteristischen Temperaturen der meisten 
Talenzkristalle bei den praktisch in Frage kommenden Temperaturen noch 
aum angeregt sind. 

Der Einfluß von Gitterbaufehlern auf die freie Weglänge bzw. die Beweg- 
ichkeit b, ist von CONWELL und WEISSKOPF [42] untersucht worden, unter der 
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Annahme einer elastischen Streuung von Elektronen mit thermischen Ge, 
schwindigkeiten an statistisch im Gitter verteilten Fremdionen. Das Ergebnis 
lautet?) | 
il N; 31? e3 mi/2 
pa 97/2 g2 (k T)3/2 


log (1 + x?), (28) 


wo x= (bedkT)/e? und die übrigen Konstanten die folgende Bedeutung 
haben: 


n, = Konzentration der Fremdionen, 
e = Dielektrizitatskonstante des Kristalls, 
2d = mittlerer Abstand zwischen zwei benachbarten Fremdionen. 


Für nichtentartete UberschuB- und Mangelleiter mit statistisch verteilten 
Fremdionen ergibt sich das folgende auf Grund theoretischer Betrachtungen 
gewonnene Bild: Während der Gitteranteil J, nach (26) bzw. (27) mit steigender 
Temperatur abnimmt, ist für den Störungsanteil /, nach (28) eine Zunahme mit 
steigender Temperatur zu erwarten. Die wesentlichen Ziige der Temperatur- 
abhängigkeit der Beweglichkeit lassen sich somit für einen Valenzkristall mit 
eingelagerten Fremdionen angeben. Mit (23) und (28) ergibt sich unter Annahme 
der Additivität beider Anteile nach (24) 


1 


7 = isp T +3/2 1 Bs T 32, (29) 


i 


Der erste Term stellt den Gitter-, der zweite den Störungsanteil dar. 

Für Zonenkristalle ist entsprechend (26) eine andersartige Temperaturabhän- 
gigkeit zu erwarten. Ein Vergleich mit der Erfahrung folgt in Abschnitt 3. 3. 

Auf Grund der vorangehenden Zusammenstellung ist es leicht, einzusehen, 
daß sich einfache und übersichtliche Verhältnisse nur unter speziellen Voraus= 
setzungen ergeben können. Beschränkt man sich auf Valenzkristalle und das 
Gebiet hinreichend hoher Temperaturen, so läßt sich die Temperaturabhängig- 
keit der Leitfähigkeit in einfacher Weise darstellen. In diesem Falle tritt die 
Streuung der Leitungselektronen durch Fremdionen hinter der Gitterstreuung 
zurück, d.h. in (29) ist nur der erste Term maßgebend. Wählt man anderseits 
die Temperatur tief genug, so daß keine merkliche Eigenleitfähigkeit angeregt 
wird, so ergibt sich für die Leitfähigkeit eines reinen Überschußhalbleiters aus 
(22) mit n, = 0, (29) und (14) eine Gesetzmäßigkeit von der Form 


— dt 


o= ay T 24 e-4EplierT) (30) 


08 (2m&k\3 jp 
ap nil ah? ) Np. (30a) 


1) Vgl. die korrigierte Formel bei G.L. PEARSON und J. BARDEEN [106]. 
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ı diesem Ausdruck sind alle temperaturunabhängigen Größen in die Konstante 
» zusammengefaßt. Dies ist die früher meistens angegebene Formel für die 
eitfähigkeit eines Halbleiters, wie sie aus den grundlegenden Arbeiten von 
VILSON folgt. Allgemeine Gültigkeit kommt dem Ausdruck (30) jedoch nie- 
aals zu, und es ist daher nicht erstaunlich, daß, wenn überhaupt, nur wenige 
perimentelle Ergebnisse dadurch wiedergegeben werden. 

Entartete Halbleiter erfordern naturgemäß eine besondere Behandlung des 
eitfähigkeitsproblems. Für völlige Entartung findet man Verhältnisse, welche 
r metallischen Leitung ähnlich sind [81], während das De 
thwacher Entartung umständlicher zu diskutieren ist [36, 121]. 


3.12 Hall-Effekt 


Die Untersuchung des Hall-Effektes hat sich für die Abklärung des Lei- 
ingsmechanismus in Halbleitern als auBerordentlich aufschluBreich erwiesen. 
h einem in der x-Richtung von der Stromdichte 7, durchflossenen Leiter ent- 
ceht unter der Wirkung eines Magnetfeldes H, eine zu 7, und H, senkrecht 
cehende elektrische Feldstarke E, von der Größe 


FRA. (31) 


2 ist die sogenannte Hall-Konstante. Die Elektronentheorie?) liefert für die 
fall-Konstante eines Halbleiters mit gleichzeitiger Elektronen- und Löcher- 
Bitung 

BE. Np be — nz db} 32 
ä Be (mp by + mz bz)? * ee 


… Speziell folgt daraus für einen Eigenhalbleiter (n; = n, = n) 


32 il bg — by 33 
D Ro pe bee by (33) 


‘ür einen reinen UberschuBleiter (n, = 0) gilt 


R; en, (34) 
ir reine Mangelleitung dagegen (nz = 0): 


en (35) 


8 eny 


n den Formeln (32) bis (35) bedeutet e den absoluten Betrag der Elektronen- 


1) Siehe etwa H. FROHLICH [2]. 
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ladung. Negatives Vorzeichen der Hall-Konstanten bedeutet daher negative 
Ladungsträger, d.h. Elektronen; positives Vorzeichen dagegen positive La-« 
dungsträger, d.h. Lôcher. Allein durch Ermittlung des Vorzeichens der Hall- 
Konstanten kann daher zwischen ÜberschuB- und Mangelleitung unterschieden 
werden. Für einen gemischten Leiter kann die Hall-Konstante nach (32) unter 
Umständen Null werden. Eine quantitative Bestimmung von R liefert außer- 
dem die Zahl der Ladungsträger n; bzw. n,, deren Kenntnis natürlich von 
ausschlaggebender Bedeutung ist. | 

Durch Kombination der Hall-Konstanten R mit der Leitfähigkeit o ge 
winnt man ein weiteres bemerkenswertes Resultat. Multipliziert man nämlich 
o für einen reinen UberschuBleiter (n, = 0) nach (22) mit der entsprechenden 
Formel für R nach (34), so ergibt sich 


(Kol: (36) 
und entsprechend für reine Mangelleitung 


(Ro), = + 


=~ by. (37) 


Messungen von o und À als Funktion der Temperatur und deren Auswertung 
nach (36) bzw. (37) liefern daher direkt die wichtige Temperaturabhangigkeit | 
der Beweglichkeit b bzw. der freien Weglänge /. Die Kombination von Messun-« 
gen der Leitfähigkeit und der Hall-Konstanten ist daher unerläßlich für die 
Abklärung der Leitungsvorgänge in einem Halbleiter. 

Der Einfluß der Entartung auf den Hall-Effekt ist sehr gering. Es ändert 
sich lediglich der Zahlfaktor in den Ausdrücken (32) bis (35), der bei völliger ' 
Entartung statt 3 2/8 = 1,175 genau 1 wird. 


3.13 Magnetische Widerstandsänderung 


Die Änderung der Leitfähigkeit o bzw. des spezifischen Widerstandes fa ist. 
ein mit dem Hall-Effekt eng gekoppeltes Phänomen. Die Theorie!) ergibt für | 
die relative Änderung der Leitfähigkeit in einem Magnetfeld H: | 


= B(T) H?. (38) 


Comme HT 
Co 


Die quadratische Abhängigkeit gilt, solange H < H,, wobei die kritische Feld 
stärke H, für Zimmertemperatur von der Größenordnung 500000 A cm-1 ist. 


1) Siehe etwa H.FRôHLICH [2]. 
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‘ur den temperaturabhängigen Koeffizienten B(T) findet man 


4— 7 


Bi T= (06)? | (39) 


he Größe (R ay)? ist nach (36) bzw. (37) für reine Überschuß- bzw. Mangel- 
siter bis auf konstante Faktoren gleich dem Quadrat der Beweglichkeit b. 

Damit ist bei Vernachlässigung des Störungsanteils in (29) für B(T) eine 
(emperaturabhängigkeit von der Form 

B(T) ~ 5 (40) 

u erwarten. Die Größe der Leitfähigkeitsänderung in einem konstanten Magnet- 
eld nimmt demnach auch für Halbleiter mit abnehmender Temperatur rasch 
u, ähnlich wie es für Metalle bekannt ist. 

Für starke Felder, d.h. 7> H,, sollte dagegen ein vom Material und der 
‚emperatur unabhängiger Sättigungswert 


ee TT == 


Saree 17 (41) 
| 0 
wartet werden. 


Aus Messungen der Temperaturabhängigkeit der magnetischen Widerstands- 
nderung allein lassen sich dieselben Schlüsse für den Temperaturgang der Be- 
eglichkeit ziehen wie durch eine Kombination von Messungen der Leitfähig- 
ceit und des Hall-Effektes. 


3.2 Experimentelles 


3.21 Untersuchungsmaterial 


Es ist klar, daB alle bisherigen theoretischen Betrachtungen nur für homo- 
gene Halbleiter Gültigkeit besitzen können. Zwar wird ein Halbleiter natur- 
zemäß niemals homogen im strengen Sinne des Wortes sein, solange man mit 
statistisch verteilten Störstellen des Gitters zu rechnen hat. Die Bedingung der 
Homogenität wird daher etwa gleichbedeutend sein mit der Forderung, daß 
sich in Bereichen mit Dimensionen von der Größenordnung der freien Weg- 
änge eine konstante Anzahl gleichartiger Störstellen befindet. 

Selbst diese Bedingungen werden im Experiment in den wenigsten Fällen 
srfüllt sein und sehr von den Umständen abhängen, unter denen die Äristal- 
isation des Stoffes vor sich geht. Für den Experimentator wird daher die Be- 
schaffung bzw. Herstellung geeigneter Präparate stets ein Hauptproblem dar- 
stellen. Die sehr zahlreichen experimentellen Arbeiten erstrecken sich auf Mate- 
-jalien von recht verschiedenartiger Beschaffenheit, nämlich: 
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1. Natürliche Einkristalle (Mineralien). 


2. Synthetische Einkristalle; z.B. durch Sublimation oder aus Schmelzen mit 


und ohne Zusatz von Mineralisatoren. 


3. Dichte, polykristalline Körper, z.B. erstarrte Schmelzen und in Verbindun- 


gen übergeführte, zusammenhängende Metallstücke (durchoxydierte Metall- 
folien). 
4. Poröse, polykristalline Haufwerke, wie Preß- und Sinterkörper. 


5. Kondensierte, polykristalline Schichten, durch Aufdampfen im Vakuum auf 


eine Unterlage. 


Von allen Möglichkeiten ist zweifellos die zweite die zweckmäßigste, und 
zwar dürften durch Sublimation hergestellte Einkristalle wohl die eindeutigsten 


Verhältnisse bezüglich ihrer Reinheit liefern. Die Schwierigkeit des Verfahrens 


liegt jedoch darin begründet, hinreichend große Einkristalle zu erhalten. 


Fritsch [56] hat durch Sublimation hergestellte Einkristalle von ZnO ~ 


untersucht. Die größten Kristalle waren Nadeln von ca. 5 mm Länge und einigen 


Zehntelsmillimetern Dicke. Über neue Messungen an ZnO-Einkristallen ist von | 
Haun, RUSSEL und MILLER [65] berichtet worden. Im übrigen bleibt jedoch ° 


in dieser Richtung noch sehr viel zu tun übrig. 

Kristallisation aus der Schmelze kann zwar große Einkristalle liefern, doch 
ist stets damit zu rechnen, daß das unvermeidliche Tiegelmaterial und allen- 
falls zugesetzte Mineralisatoren in unkontrollierbarer Weise mit der zu prä- 


parierenden Substanz reagieren. Leitfahigkeitsmessungen an Einkristallen | 


großer Reinheit wurden von CARTWRIGHT [38,40,41], DE KEYSER, TEMMERMANN 


und COLEBUNDERS [45] und Borrom [27] am Tellur durchgeführt. Die Kri- | 
stalle wurden dabei meist nach einem von SCHMID und WASSERMANN [112] | 
angegebenen Verfahren hergestellt. Zu den synthetischen Kristallen ist auch | 


das SiC zu rechnen, das an gut ausgebildeten Präparaten namentlich von 


BuscH und LABHART [36] untersucht worden ist. Allerdings handelte es sich | 


dabei um ein industrielles Produkt von unbekanntem Reinheitsgrad, so daB 
gerade tiber die sehr wichtige Frage der Einschliisse keine Kenntnisse vorliegen. 

Ein anderes bemerkenswertes Verfahren hat ENGELHARD [49] angegeben. 
Danach ist es gelungen, einen Kupfereinkristall durch tagelanges Erhitzen an 


der Luft in einen homogenen und transparenten Cu,O-Einkristall überzuführen. | 

Polykristallin erstarrte Schmelzkörper sind infolge der im allgemeinen sehr — 
hoch liegenden Schmelztemperaturen der halbleitenden Verbindungen in den 
seltensten Fällen zugänglich. Für Si und Ge liegen die Verhältnisse zwar ver- 
hältnismäßig günstig, und den amerikanischen Arbeiten [10] liegt bisher aus-M 
schließlich solches Material zugrunde. Jedoch scheint auch in diesem Falle die | 
Einhaltung genau reproduzierbarer Herstellungsbedingungen schwierig zu sein. | 

Ein weiteres Verfahren, das zu mehr oder weniger dichten Probekörpern | 


führt, besteht darin, daß Metallfolien hoher Reinheit z.B. durch Oxydation in 
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ine zusammenhängende Oxydschicht übergeführt werden. Auf diese Weise 
ben in neuester Zeit WRIGHT und ANDREWS [130] Leitfähigkeitsmessungen 
n NiO ausgeführt. 
Leider ist die weit überwiegende Zahl aller Leitfähigkeitsmessungen an 
orösem polykristallinem Material, meistens Preß- oder Sinterkörper, durch- 
führt worden. Homogenität im oben definierten Sinn ist in solchen Präpa- 
aten wohl in den wenigsten Fällen zu erwarten, denn es muß damit gerechnet 
eerden, daß die stöchiometrischen Verhältnisse an der Oberfläche der Kristallite 
ders sind als in ihrem Innern. Dadurch können Kontaktphänomene wirksam 
verden, die, wie wohl bekannt ist, zu völlig falschen Ergebnissen führen 
Onnen. Diesem Umstand muß es zugeschrieben werden, daß die Unter- 
uchungen verschiedener Autoren an ein und derselben Substanz, wenn auch 
à qualitative, so doch fast niemals in quantitative Übereinstimmung zu bringen 
nd. 

Nicht viel günstiger liegen die Verhältnisse an halbleitenden Schichten, 
velche durch Aufdampfen des Metalls im Vakuum auf einen Auffänger und 
achträgliche Oxydation erzeugt werden. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt 
arin, daB Reduktions- und Oxydationsprozesse sehr leicht durchführbar sind. 
He Schwierigkeit liegt aber in der Bestimmung von Absolutwerten der Leit- 
ihigkeit, da sich die Dicke und die Dichte der Schicht nur ungenau bestimmen 
ssen. Messungen dieser Art sind z.B. von BAUER [20] an den Oxyden von 
cd, Tl und Sn; von HINTENBERGER [70] am PbS und von Fritsch [56] am 
InO ausgeführt worden. 


3.22 Meßmethoden 


An geometrisch wohldefinierten Proben wird die Leitfähigkeit in einfacher 
Weise durch eine Strom-Spannungsmessung ermittelt, wobei die Spannung 
tatisch oder durch Kompensation zwischen zwei Sonden bestimmt wird. Mes- 
ungen ohne Potentialsonden sind infolge der allgemein bekannten Gleichrich- 
éreigenschaften eines Metall-Halbleiter-Kontaktes stets bedenklich. 

In Anbetracht der Tatsache, daß die zur Untersuchung vorgesehenen Stoffe 
neist in Form mehr oder weniger feinkörniger Pulver vorliegen, verdienen die 
olgenden Verfahren Erwähnung. 

VOELKL [125] und GuILLERY [62] betten die Körner der halbleitenden 
Substanz in ein verlustfreies Füllmaterial, z.B. Vaselin oder Quarzpulver, und 
yentitzen diese Mischung als Dielektrikum eines Kondensators. Zusammen mit 
iner Selbstinduktion bildet diese verlustbehaftete Kapazität einen Schwin- 
ungskreis, aus dessen Dämpfungsdekrement auf die Leitfähigkeit der leiten- 
len Körner geschlossen werden kann. Ein Nachteil der Methode besteht darin, 
laß gute Messungen nur in einem relativ engen Wertebereich der Leitfähigkeit, 
twa 10-5 bis 10-7 Q-1cm-1, möglich sind. 
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Eine ähnliche, fiir hohe Leitfahigkeiten brauchbare Methode ist von 
KURTSCHATOW, Kostina und Rusınow [86] angegeben worden. In den halb- 
leitenden Körnern werden durch ein hochfrequentes Magnetfeld Wirbelströme 
induziert. Durch Messung der Temperaturerhöhung läßt sich sodann die Leit- 
fähigkeit berechnen. Voraussetzung für genaue Messungen ist jedoch die Kennt- 
nis der Teilchenform und -größe. 

Endlich hat FAIRBROTHER [51] eine Meßmethode entwickelt, die nament-- 
lich für hohe Temperaturen brauchbar ist. Die Substanz, deren Leitfähigkeit 
gemessen werden soll, wird als dichte Schicht auf einen Wolframdraht aufge- 
bracht, der geheizt werden kann. Dieses System wird in ein Gasentladungsrohr 
eingebaut. Die Leitfähigkeit der halbleitenden Schicht wird sodann aus einer 
Strom-Spannungsmessung bestimmt, wobei als eine Elektrode der W-Draht, als 
zweite das Plasma der Gasentladung dient. Die Methode ist allerdings nicht 
frei von schwerwiegenden Einwänden. 

Mit Ausnahme der ersten sind wohl alle andern Methoden als Notbehelfe 
für Leitfähigkeitsmessungen zu betrachten. Für Messungen des Hall-Effektes 
kommt naturgemäß überhaupt nur die erste in Frage. 


3.3 Ergebnisse 


3.31 Verzeichnis halbleitender Substanzen 


Die Zahl der untersuchten und als Halbleiter betrachteten Substanzen ist 
sehr groß. Zur Hauptsache handelt es sich dabei allerdings um orientierende | 
Beobachtungen, während eine Analyse des Leitungsmechanismus nur in ver- 
hältnismäßig wenigen Fällen versucht worden ist. Nach einer sehr wertvollen — 
Zusammenstellung von MEYER [95] sind folgende Substanzen als Halbleiter ' 
zu klassieren. Verbindungen, deren Leitungsart noch nicht sichersteht, sind in — 
Klammer angeführt. Literaturzitate sind nur so weit angegeben, als es sich um ? 
Ergänzungen oder Korrekturen handelt, die auf Grund neuerer Arbeiten nötig 
geworden sind. | 


UberschuBleiter 
ALO, [66], TiO,, V,0,;, Fe,O;, (CuO); Cu,O; [131], ZnO, MoO,, (ScNY 
(Nb,O;), CdO, CdS, CdSe, SnO,, SnSe [43], CSS, Cs,Se, BaO, BaTiO, [34% 
Ta,0,, WO,, (Au,0,), Hg,S rot, (Hg,S schwarz), T1,0,, PbCrO, [60, 88] 
Se [43 O (wos 
Mangelleiter 
Cr;0;, (MnO), CoO, (Co,0,), NiO, Cu J, Cu,0, CusS, (Cu,Se), (Cu,Te), (GeO), 


MoO, [71], Ag,O, (SnO), SnS [12], (Sb,S,), (TLO), (TLS) [71], (Bi,O,), (BisS,), 
(Bi,Se,), (Bi,Te,). 
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Amphotere Leiter 


Si [106], SiC [36], (Cr,O,), (Mn,O,), (Mn,O,), (Co,0,), Ge [87, 107, 108, 
09], RuO,, (Os,S,), IrO,, (PbO), PbS, PbSe, UO,. 


Im folgenden Abschnitt werden einige spezielle, besonders gut untersuchte 
‘alle genauer beschrieben. 


3.32 Spezielle Beispiele 


3.321 Zinkoxyd ZnO 


Zinkoxyd wurde sehr haufig untersucht, und zwar von BACH [17] an natür- 
chen Einkristallen unbekannter Reinheit, dann von SOMMERVILLE [123], 


JANDER und STAMM [78], FRIEDRICH 
Kristalle 
(Nadeln) 
Kristallite 
___._ Auf Quarz 
28 aufgedampjße 
‚Schichten 


m7 


55] und GuILLERY [62] an Preßkörpern, 
»rner an gesintertem Material von 
MKAUPY [122], GUILLERY [64], MEYER 
94], VON BAUMBACH und WAGNER [22]. 
Messungen an synthetischen Einkri-  -7 
tallen aus analysenreinem ZnO wurden 
tstmals von FRITSCH [56] ausgeführt. _zL 
das Ergebnis seiner Messungen ist in 
fig. 11 wiedergegeben. Die stark aus- 
ezogenen Kurven 1 und 3 zeigen die 
ceitfahigkeit zweier frisch hergestellter 
mO-Kristalle. Die Leitfähigkeiten bei # 
Zimmertemperatur sind 3,1 bzw. 1,4 
21cm 1, und die Aktivierungsenergien -5 L 
éetragen AE = 0,012 bzw. 0,009 eV. 
arch Glühen in einer Sauerstoffatmo- _¢ 
phäre während 30 h bei 900°C ernie- 
irigen sich die Leitfahigkeiten bei Zim- 


nertemperatur sehr stark bis auf einen tA 

Vert von 4-10-§ 9-1cm-1. Gleichzeitig % 

st eine Zunahme der Aktivierungsener- 87 490.20. 10 Zentigrad ~ 190 

ie bis auf 0,4 eV zu beobachten (Kurven 3 ae FT ae eee À tu! 
4, 28 und 30). Zwischen 300 und 80° K Fig. 11. Elektrische Leitfähigkeit des ZnO bei 


rgibt sich in allen Fallen log o als Funk- tiefen Temperaturen. (Nach FRITSCH.) 
ion von 1/T als gerade Linien, wie es 

ach (30) für einen reinen Überschuß- oder Mangelleiter zu erwarten ist. Nach 
len Messungen von v. BAUMBACH und WAGNER ist die Leitfähigkeit des ZnO 
ei hohen Temperaturen eine eindeutige Funktion des Sauerstoffdrucks 
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(Fig. 12), und zwar gilt bei konstanter Temperatur die empirische Beziehung 
o = constp 1/43. 


Die Leitfähigkeit nimmt also mit zunehmendemO-Druck, d.h.mit abnehmendem | 
stöchiometrischem Überschuß an Zn ab. ZnO ist demnach ein UberschuBleiter. | 
Dies ist von FRITSCH durch Messungen des Hall-Effekts direkt bestätigt. Leider _ 
gelang es FrITscH nicht, den Hall-Effekt an denselben Einkristallen zu messen, 
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Fig. 12. Leitfähigkeit des ZnO als Funktion des Sauerstoffdrucks. 
(Nach v. BAUMBACH und WAGNER.) | 


sondern nur an gesinterten Platten. Für die Hall-Konstante À ergeben sich Werte 
zwischen — 7,5 und — 380 cm?/As, entsprechend einem negativen Vorzeichen 
der Ladungsträger. Die Beweglichkeiten 5; liegen zwischen 7 und 30 cm?/Vs 
und zeigen eine auffallend schwache Zunahme mit sinkender Temperatur. 

HAHN, RUSSEL und MILLER [65] haben neuerdings Messungen an Einkri- 
stallen und gesinterten Proben durchgeführt. Sie finden für Einkristalle höhere 
Beweglichkeiten, nämlich bg — 100-200 cm2/Vs, für gesintertes Material hin- 
gegen nur 5-60 cm?/Vs, d.h. in größenordnungsmäßiger Übereinstimmung 
mit FRITSCH. Die kleineren Beweglichkeiten für polykristallines Material kön- 
nen durch Einflüsse der Korngrenzen bedingt sein. Es ist aber auch denkbar, 
daß in den hexagonalen ZnO-Kristallen eine ausgeprägte Anisotropie der Be- 
weglichkeiten vorliegt, die in gesintertem Material verwischt wird. 

Noch unabgeklärt ist die starke Abnahme der Aktivierungsenergie mit zu- 
nehmender Konzentration der überschüssigen Zn-Atome. Nach Mott [6] muß 
die Möglichkeit in Betracht gezogen werden, daß bei hohen Konzentrationen 
eine wechselseitige Beeinflussung der Bahnen der an die Störstellen gebundenen | 
Elektronen eintritt, welche die Aktivierungsenergie erniedrigt. | 

Oberhalb Zimmertemperatur sind die Verhältnisse nicht viel einfacher. 
Nach v. BAUMBACH und WAGNER steigt die Leitfähigkeit bis etwa 900°K ex- | 
ponentiell mit 1/7 an. Für höhere Temperaturen erfolgt jedoch eine langsamere 


Zunahme. Ob es sich dabei wirklich um eine «Sättigung» handelt, wie MILLER 
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97] glaubt, bleibe dahingestellt. MILLER findet an gesinterten Proben oberhalb 
0°K ein ähnliches Verhalten wie v. BAUMBACH und WAGNER und gibt für 
ke Aktivierungsenergie dieses Astes 0,71 eV an (Fig. 13). Die Messungen er- 
blgten so rasch, daß sich kein Gleichgewichtszustand mit dem Sauerstoff der 
mgebenden Luft einstellen konnte. Die Störstellenzahl ist somit konstant und 
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Fig. 13. Elektrische Leitfähigkeit des ZnO bei hohen Temperaturen. (Nach MILLER.) 


ie Leitfähigkeit reversibel. Zwischen 300 und 400° K wird bei gewissen Proben 
ine schwache Abnahme der Leitfähigkeit und Zunahme der Beweglichkeit mit 
ceigender Temperatur beobachtet. Es ist schade, daß MILLER, der im wesent- 
‚chen die früheren Arbeiten bestätigt, keine zusammenhängenden Kurven 
ber das ganze von ihm untersuchte Temperaturgebiet gegeben hat. 
Im ganzen gesehen ist trotz der vielen experimentellen Arbeiten noch kei- 
eswegs ein quantitatives Verständnis des Leitungsmechanismus im ZnO er- 
ielt worden. Weitere sorgfaltige Arbeiten an wohlausgebildeten Einkristallen 
heinen daher unerläßlich. 
tingegangen : 22. 9. 49.) Fortsetzung folgt in ZAMP 1/2. 
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Untersuchungen an gepfeilten und ungepfeilten Flügeln 
bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten | 


Von JAKOB ACKERET, MAX DEGEN und NIKOLAUS Rott, Zürich!) 


Bekanntlich bietet die experimentelle Untersuchung von Objekten im Wind- 
kanal besondere Schwierigkeiten bei Geschwindigkeiten, die sich der Schall- 
geschwindigkeit nähern. Der tiefere Grund liegt darin, daß in diesem Geschwin- 
digkeitsgebiet eine außerordentliche Empfindlichkeit der Strömung auf kleine‘ 
Querschnittsänderungen vorhanden ist. Für einen geschlossenen Kanal liefert — 
die Kontinuitätsgleichung 

Uro=eonst 


zusammen mit der Schallgeschwindigkeitsformel 


dp 
zen 
en 
und der Bewegungsgleichung 
Dre 
0 

die einfache Beziehung 

dU df 1 

Cm f 1-M? | 


| 

wo M = U/a die Machzahl bedeutet. | 
Bei M > 1 wird die Empfindlichkeit also unendlich groß. Das hat zunächst | 
zur Folge, daß man in einem Kanal von konstantem Querschnitt vor dem | 
Modell die Schallgeschwindigkeit nicht erreichen kann. Diese tritt vielmehr in | 
der Gegend des größten Hauptspantes des Modells auf; der Kanal ist dann | 
blockiert. Höhere Anströmmachzahlen sind bei stationärer Strömung nich 
mehr möglich. | 
Man sieht an diesem Grenzfall, daß die endliche Größe des Kanals zu Unter- | 
schieden gegenüber dem Strömungszustand in der freien Atmosphäre führen | 
wird, und es sind beträchtliche Anstrengungen gemacht worden, durch geeig- | 
nete rechnerische Korrekturen von den Versuchswerten im endlich groBen | 
Kanal auf den durch Wände ungestorten Fall überzugehen. | 
Es besteht im Prinzip zwar die Möglichkeit, die Kanalwände so zu formen, 
daß sie zu der gesuchten Strömung passen. Wenn wir wüßten, wie die Strom- | 


1) Institut für Aerodynamik, ETH. 


| 
| 
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len bei der gewünschten Machzahl aussehen, so würde die Solidifikation 
gendwelcher Stromflächen außerhalb des Modells die Strömung nicht ändern 
‚on Reibungseffekten an den Kanalwänden abgesehen). Man hätte dann eine 
örungsfreie Messung. Allein die Tatsache, daß man das Strombild zunächst 
nur ungenau kennt und daß es von der Machzahl und von der Stellung des 
odells gegenüber der Anströmrichtung abhängt, macht die damit verbundene 
ral and error»-Methode äußerst mühsam und zeitraubend. 

| Ein anderes Vorgehen findet sich bei FELDMANN}). Er untersucht drei geo- 
etrisch ähnliche Modelle verschiedener Größe bei gleichen Reynolds-Zahlen 
nd extrapoliert auf die Modellgröße Null bzw. auf die Kanalweite unendlich. 
die Kanalstörungen mit abnehmender Modellgröße gegen Null gehen, dürfte 
je Extrapolation prinzipiell zulässig sein. Nun kann man aber nicht beliebig 
eine Modelle verwenden, und es stellt sich die Frage nach dem Verlauf der 
| xtrapolation bei verschwindender Modellgröße. 

| Im folgenden soll zunächst diese Frage behandelt werden. Dabei soll noch 
e nicht unwichtige Nebenaufgabe erwähnt werden. Bekanntlich werden die 
ritischen Erscheinungen an Tragflügeln zu hôheren Machzahlen verschoben, 
Us der Flügel gepfeilt wird. Das ist bei einem Versuch im Windkanal sofort 
n bestätigen. Man könnte aber vermuten, daß der gemessene Pfeilungseffekt 
indestens zum Teil durch den Kanal beeinflußt wird. Da ist es nun vorteil- 
aft, die nach FELDMANN extrapolierten Werte von geraden und gepfeilten 
ügeln (bei gleichen Profilen und Reynolds-Zahlen) direkt zu vergleichen. 
benso wird es möglich sein, falls man Profile von verschiedener Dicke unter- 
acht, die sogenannte Kärmänsche Regel zu prüfen. 


1. Die rechnerischen Methoden der Kanalkorrektur 


Jeder Kanalkorrektur beim Auftrieb Null, welchen Fall wir im folgenden 
ets betrachten werden, liegt die Annahme zugrunde, daß die Strömung in der 
ichsten Umgebung des Modells dieselbe ist wie in der freien Atmosphäre, daß 
ser die Anströmgeschwindigkeit in einiger Distanz vor dem Objekt im Kanal 
aders ist als im Freien. Man hat also zu bestimmen, welches der Unterschied 
wischen der mittleren lokalen Geschwindigkeit in der Nähe des Modellortes 
nd der Kanalgeschwindigkeit vor dem Modell ist. Das kann so geschehen, daß 
aerst in bekannter Weise der Einfluß der festen Wände durch doppelperiodi- 
the Spiegelung bestimmt und sodann mit den Methoden der linearisierten 
heorie die Kompressibilität berücksichtigt wird. Wäre die Strömung wider- 
| 1) F.K.FELDMANN, Untersuchung von symmetrischen Tragfligelprofilen bei hohen Unterschall- 


schwindigkeiten in einem geschlossenen Windkanal, Mitt. Inst. Aerodynamik ETH., Nr. 14 (Lee- 
ann, Zürich 1948). 
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standsfrei, so könnte das Modell durch eine geeignete Quell-Senkenverteilung 

dargestellt werden, deren Spiegelbilder, da das Modell ja immer relativ klein 

im Vergleich zu den Kanalabmessungen ist, als einfache Dipole angenommen 

werden dürfen. Die gleichwertige Dipolstärke ist dem Volumen des Objektes 

proportional. Die Zusatzgeschwindigkeit AU, läßt sich einfach berechnen und 
ergibt sich zu 

AU, 7 

N = = k an ÿ ay 

| 


V = Modellvolumen 
Fx = Kanalquerschnitt 
k = ein Zahlenfaktor 
U, = die unkorrigierte gemessene Anströmgeschwindigkeit im Kanal 


bedeuten. k ist von der Form des MeBquerschnittes und des Modells abhängig. 
Für kleine Modelle ist aber, wie oben erwähnt, die Modellform unwesentlich. 
So findet THom?) für Rotationskörper und Flügel endlicher Spannweite und 
mittelgroßer Schlankheit den Wert À = 0,90 für einen rechteckigen Kanal mit 
dem Verhältnis Höhe: Breite = 0,7. Für quadratische Kanäle ergab eine Nach- 
rechnung nach derselben Methode den Wert k = 0,81. | 

Hat das Modell einen Widerstand, so entsteht hinter ihm eine Schicht von 
verlangsamter Geschwindigkeit, deren Profil als «Deile» bezeichnet wird. Man 
kann mit einiger Annäherung, wie sie für Korrekturen ja notwendig ist, die 
Verdrängungswirkung des Nachlaufs durch diejenige einer einfachen Quell-) 
strômung ersetzen. (Es kommt ja nur die Wirkung der gespiegelten Quellen in 
Frage, und da sind die Details des Verdrangungsvorganges nicht wesentlich.) 
Die Anstrômgeschwindigkeit im Kanal weit vor dem Modell wird dadurch 
gegenüber der freien Atmosphäre um den Betrag AU, vermindert. Es ist | 


l 

AU, BNE | 
= me —, (2) 
U, 2 AIG 2 


wobei F, die Bezugsfläche (z.B. Flügel-Grundrißfläche) ist, und 


vr Wem 
Os er 


Fe U3/2' 


Zwischen der gemessenen Anströmgeschwindigkeit U, im Kanal und der gleich- 


wertigen Anströmgeschwindigkeit im unbegrenzten Strom besteht also, inkom-| 


1) A.Tnom, Blockage Corrections in a Closed High-speed Tunnel, R. & M. 2033 (1943). 
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essibel gerechnet, ein Unterschied: 


AU; _ 
u Fi &, ne Fes (3) 


kr Berücksichtigung der Kompressibilität kann in linearisierter Näherung die 
mrechnung nach der verallgemeinerten Prandtl-Regel vorgenommen werden. 
ach der Rechnung von GÖTHERT!) ergibt sich: 


A Ux Es, €, 


t 


Un Gimp Toe (4) 


bbei M die zu U, gehorende Machzahl ist. 
| THoM?) gibt den Ausdruck 


| 
| 
| AUK CHE €; 
| 2 
| 


“m. D (1 — M42)3/2 (5) 


‚ne genauere Begründung. Wenn der Ersatz des Nachlaufs durch eine ein- 
she Quelle ernst genommen wird, erscheint die Umrechnungsformel von 
STHERT theoretisch besser begründet. 
Für die Korrektur der Machzahl erhält man 

- = & (1+-— M) (6) 
s dem adiabatischen Zusammenhang zwischen U und M (für kleine AU 
d AM). 

SchlieBlich kann der Widerstandsbeiwert c,, auf den zum korrigierten Wert 
ii M gehörenden Staudruck g = o U?/2 umgerechnet werden, wo sowohl U 
3 auch o entsprechend korrigiert sind. — Würde man die Widerstandskraft 
f den Ruhedruck px beziehen, also 


BE Weem 
Be DER 


C 


iden, so wäre c,, vom Verhältnis Kanalabmessung : Modellabmessung unab- 
ingig, sofern die korrigierte Machzahl dieselbe ist. Es ist also: 


Qgem 
— Cw gem Don : 


Cwrorr 


| Der Verlauf des Widerstandsbeiwertes c, über der Machzahl M bei ver- 
hiedenen Modellgrößen, aber konstanter Reynolds-Zahl, sei bekannt. Nach 


1) B.GÖTHERT, Windkanal-Korrekturen bei hohen Luftgeschwindigkeiten, Lilienthal-Ges. Luft- 
artforsch., Ber. Nr. 127, S. 114 (1940). 
2) A.THom, l.c. 
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unserer Grundannahme gibt es nun auf den c,-Kurven zweier verschiedener 
Modelle entsprechende Punkte, bei denen die Strömung in der nächsten Um 
gebung des Modells ähnlich ist bei verschiedenen Anströmmachzahlen. Für 
diese beiden Punkte sollten also die Werte Cw gem QumlPx gleich groß sein. Die 
Annahme läßt sich prüfen, indem man den Strömungszustand in beiden Punk- 
ten ermittelt und vergleicht. Dies kann bis zu einem gewissen Grade (wie schon | 
FELDMANN!) erwähnt hat) dadurch geschehen, daß die Schlierenbilder beider 
Zustände verglichen werden. In Fig. 1 sind für zwei Modelle solche entsprechen- 
den Bilder auf gleiche Flügeltiefe kopiert dargestellt, die eine recht gute Uber- 
einstimmung zeigen. Wenn auch die Unterschiede in den Machzahlen nicht 
bedeutend scheinen, so stellt das weitgehend gleiche Aussehen der Schlieren- 
bilder ein empfindliches Kriterium dar. Aus Fig. 2 ist nämlich ersichtlich, daß 
das Schlierenbild eines Modells sich auch bei kleinen Machvariationen merklich‘) 
verändert. 


2. Messungen 


| 


Zunächst wurden anschlieBend an die Arbeit von FELDMANN!) Messungen 
an Tragfliigeln mit rechteckigem GrundriB vorgenommen, Seitenverhäitnis 
3,25, mit 12% bzw. 9% dicken Profilen NACA 0 — 0012 — 1,1 — 30 bzw.l 
0 — 0009 — 1,1 — 30. Weiterhin wurden um 35° rückwärtsgepfeilte Tragflüge | 
untersucht mit den gleichen Profilen in Flugrichtung wie die entsprechenden 
Rechteckflügel, sowie mit der gleichen konstanten Tiefe und Spannweite. Ge-} 
messen wurde jeweils an ähnlichen Modellen verschiedener Größe: 


Flügelnummer Spannweite in Millimeter Tiefe in Millimeter 

1 260 80 

2 211 65 

3 16275 50 

MeBreihen: 
AT: Gerader Rlügel, ProftiM207 Fligelnummer 1, 2, 3. 
A II: Gerader Flügel, Protil 9% Flügelnummer 1, 2. 

BilsgBreiltiügel352 Profil 12% Flügelnummer 1, 2, 3. 
B II: Pfeilflügel 35°, Profil 9%, Flügelnummer 1, 2, 3. 


Die genaue Beschreibung der Meßeinrichtungen (Meßstrecke, Stützen, 
Waage) findet sich bei FELDMANN}). Hier sollen nur einige Einzelheiten hervor- 
gehoben werden. | 


a) Meßstrecke Y 
In der Meßstrecke soll mit eingebauten Stützen ohne Modell in Stromrich- 
tung konstanter statischer Druck herrschen. Um dies zu erreichen und jeden 


Blockierungs- und Deblockierungseffekt möglichst auszuschalten, wurde das 


1) F.K.FELDMANN, l.c. 


Fig. 1. b 
Schlierenaufnahmen an zwei geometrisch ähnlichen geraden Flügeln mit 9% Profildicke; 
(Größe Nr. 1, b: Größe Nr. 2, auf gleiche Tiefe kopiert. Die im Kanal gemessene Machzahl ist 
LM gem = 0,89, b: Mgem = 0,90; die korrigierte Machzahl ist in beiden Fällen Mxorr = 0,919. 
Die Schlierenbilder sind weitgehend gleich. 


a Fig. 2. b 
Schlierenaufnahmen am geraden Flügel mit 9% Profildicke, Größe Nr. 2 für verschiedene 
Machzahlen: a: Mxorr = 0,885; b: Mhorr = 0,905. 
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Verdrangungsvolumen der beiden gepfeilten Stiitzen kompensiert und de 
Flachenquerschnitt fiir den Luftdurchsatz konstant gehalten. Dies geschieht 
durch Ausnahme an vier hölzernen Eckleisten, welche in der quadratischen 
MeBstrecke (Fx = 1560 cm?) angebracht sind. Die maximale flächenmäßige) 
Ausnahme betrug 8,6 cm?, sie entspricht dem maximalen Verdrangungsquer- | 
schnitt der Stützen. 

Die Festlegung der Anströmmachzahl erfolgte durch Messung des Ruhe- 
druckes px im Kasten und der Bestimmung der Druckdifferenz zwischen 
Kasten und Meßstrecke. Der statische Druckanschluß in der Meßstrecke war 
je nach Modellgröße 230 bis 245 mm vor der Vorderkante der Modelle an der 
Kanaloberseite angebracht. Als Meßinstrumente dienten Quecksilbermano- 
meter, deren Ablesegenauigkeit 1/20 mm Hg betrug. — Die Regulierung auf 
konstante Reynolds-Zahl erfolgte durch Variation der Dichte (Re ~ 400 000). 


b) Stützeneichung 


| 


Da die Stiitzenwiderstande gegeniiber den Profilwiderstanden prozentuell 
groB sind, ist eine genaue Eichung notwendig. Dabei ist die Beeinflussung des 
Fliigels auf die Stiitzen und umgekehrt zu beriicksichtigen, so daB die Stiitzen- 
eichungen unter môglichst ähnlichen Bedingungen durchgeführt werden sollen, 
wie sie später bei den Messungen auftreten. Es wurden deshalb Modelle, die für 
diesen Zweck aus Holz hergestellt waren, an zwei dünnen Hilfsstreben starr im 
Kanal über die Stützen montiert. Kleine Ausnahmen an der Flügelunterseite ge” 
statteten den Stützen mit einem Spiel von 2 mm hin und her zu pendeln und die 
Schraubengewinde, diein den Flügel hineinragten, dem Luftstrom zu entziehen. 

Da durch das Anbringen der Hilfsstreben der Kanalquerschnitt verkleinert 
und dadurch die Blockiermachzahl geändert wird, muß bei der Stützeneichung‘ 
speziell darauf geachtet werden, durch entsprechende Materialwegnahme an den 
oberen Eckleisten den Flächenquerschnitt der Meßstrecke konstant zu halten. 

Es wurden zwei verschiedene Stützen verwendet, die im Flügelanschlußteil 
verschiedene Tiefen hatten, so daß die geometrische Ähnlichkeit des Flügel- 
anschlusses für die beiden größeren Modelle annähernd gewährleistet war. 


3. Diskussion der Meßergebnisse 

Zu Punkten mit gleichen c,, g/x , gemessen an verschieden großen Modellen 
und damit bei verschiedenen Anströmmachzahlen im Kanal, sollte die gleiche: 
korrigierte Machzahl gehören. Die rechnerischen Korrekturen können also: 
durch Erfüllung dieser Bedingung eine experimentelle Stützung erhalten. | 

Die bei verschiedenen Modellgrößen für c,, g/pk = const gemessenen Mach-| 
zahlen wurden über dem Verhältnis Stirnfläche:Kanalfläche (= F,/Fx) der 
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pdelle aufgetragen. (Fig. 3 und 4, obere Hälfte, leere Kreise durch feste 
mien verbunden.) Ebenfalls über F/Fx aufgetragen wurden die jeweiligen 
echneten korrigierten Machzahlen [volle Kreise: nach THom, Gleichung (5); 
Alle Dreiecke: nach GÖTHERT, Gleichung (4)]. Sie sollten für alle Modelle 
eich sein, d.h. ihre Verbindungslinien (dünn ausgezogen: THoM; gestrichelt: 
JTHERT) müßten in den Fig. 3 und 4 vertikal stehen. Man sieht, daß all- 
mein die Größenordnung der gerechneten Korrekturen nach diesem Kri- 
rium richtig erscheint; nur ein Teil der Linien ist wenig geneigt. Mit abneh- 
nder Modellgröße können wir den korrigierten Machzahlen wachsendes 
swicht beilegen. Wenn sich also die dünne Verbindungslinie der M,,,, mit 
mehmendem F,/Fx gegen größere Machzahlen neigt, so ist die Korrektur zu 
in und umgekehrt. Man sieht, daß demnach die Korrektur nach THOM bis 
wa M por, = 0,84 etwas zu klein ist, über M,,, = 0,93 zu groß. Nach unseren 
ssungen ergibt sich dies unabhängig von Dicke und Flügelform. Die Göthert- 
en Korrekturen, die sich nur für größere Werte von c,, von den Thomschen 
rklich unterscheiden, sind dort zu klein bis etwa My, = 0,93. 

| „Um auch in denjenigen Fällen zu einem Ergebnis zu gelangen, wo die Kor- 
turen rechnerisch nicht auf den gleichen Wert führen, würde eine Extra- 
blation nach FELDMANN vorgenommen. Die gemessenen Machzahlen über 
FX werden durch eine Kurve verbunden (feste Linien in den Fig. 3 und 4 
oen) und auf F,/Fx = 0 extrapoliert. Dabei wird für das Endverhalten gegen 
/F& = 0 der Tendenz der theoretischen Korrektur Rechnung getragen. Es 
gt sich dann, daß für Machzahlen bis etwa 0,84 die Extrapolationskurven 
sh etwas gegen kleine M krümmen, darüber praktisch geradlinig gezogen 
rden dürfen. Uber M,,,, = 0,92 (was bei unseren Messungen nur für Pfeil- 
ägel auftrat), sollten gemäß der gerechneten Korrektur nach THoM die Extra- 
diationskurven beginnen, sich gegen größere M zu krümmen. In der vor- 
egenden Arbeit wurde aber bis zu den größten Machzahlen möglichst gerad- 
aig extrapoliert. Die von der gerechneten Korrektur geforderte Krümmung 
t nämlich durch das sehr rasche Ansteigen des Faktors (1 — M?)-3/? in der 
‘adhe von M = 1 bedingt. Bei kleiner werdendem F,/Fx wird die in den Kor- 
‘kturen (4) und (5) einzusetzende Machzahl immer größer. Man kann aber 
nen nach der linearisierten Theorie gewonnenen Faktor, der für M>1 
ıf Unendlich führt, so nahe an M =1 kaum voll berücksichtigen. Eine 
tützung unseres Vorgehens konnte die Kärmänsche Regel erbringen (siehe 
oater). 

Bei diesen hôchsten Machzahlen liegen die Messungen fast an der Blockie- 
ingsgrenze. Verfolgt man jedoch die gemessenen Machzahlen für c,, g/Px = const 
ber F,/F,, so entfernen sich diese mit kleiner werdendem F,/Fx von der 
lockierungsgrenze immer mehr. Man kann deshalb annehmen, daB in diesem 
-ebiet die Werte gerade durch die Extrapolation an Zuverlässigkeit ge- 
innen. 
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‚ In den Fig. 3 und 4 unten sind die extrapolierten Kurven c,, über M fest 
isgezogen. Der Vergleich von geraden und gepfeilten Fliigeln zeigt, daB der 
nterschied in den Machzahlen bei gleichem c,, fiir die extrapolierten Kurven 
och etwas größer ist als bei den gemessenen. Die Pfeilflügelmessung des schall- 
ıhen Widerstandsanstieges ist also stärker durch den Kanal beeinflußt, trotz- 
em die Versperrung abnimmt, da der Anstieg bei höheren Machzahlen statt- 
| det und so die Kanalkorrekturen größer sind. Würde man die Thomsche 
orrektur bis zu den höchsten Machzahlen verwenden (Fig. 3 und 4, strich- 
nktiert), so wäre der Unterschied noch größer. 


0 
1,6 14 12 1,0 0,8 0,6 04 0,2 
| 

lig. 5. Die Kärmänsche Regel. A: gerader Flügel, B: 350 rückwärts gepfeilter Flügel. Volle Kreise: 
iz 0,12; leere Kreise: tT = 0,09. Gleiches gilt für durchkreuzte Kreise, die zu den nach THom 
brrigierten Werten für den Pfeilflügel gehören. — Zum Vergleich sind auch die extrapolierten 


Kurven über den unverzerrten Maßstäben eingezeichnet. 
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4. Ähnlichkeitstheorie der schallnahen Strömung 


Nach der Kärmänschen Ähnlichkeitstheorie der schallnahen Strömung?) 


sollen die Kurven c,, über M für ähnliche, aber verschieden dicke Profile durch | 
eine Maßstabsänderung zur Deckung gebracht werden können. Für ebene 


Strömung gilt die Regel: Bezeichnen wir das Verhältnis von Profildicke d zur 
Tiefe ¢ mit d/t=T, so sollen für verschiedene Dicken die Kurven c,,/t°/* über 
(1 — M)/t?!3 aufeinanderfallen. Dabei ist nur derjenige Teil von c, zu nehmen, 
der dem Druckwiderstand in schallnaher Strömung (verbunden mit schwachen 
Stößen) entspricht. Deshalb wurde der konstante Anteil c,, des Reibungs- 
widerstandes bei kleineren Machzahlen durchwegs abgezogen. Bei t = 0,12 ist 
Cu, = 0,008, bei-z =.0,09 1st c,, —.0,0072. 
Die Anwendung der Kärmänschen Regel auf die extrapolierten Werte er- 
gab sowohl beim geraden als auch beim gepfeilten Flügel sehr befriedigende 
Resultate (Fig. 5). Die Regel wurde für den Pfeilflügel auch auf die nach THOM 
korrigierten Verläufe angewendet, wobei sich eine weniger gute Übereinstim- 
mung ergab. Dies mag zur Stützung der verwendeten Extrapolation angeführt 
werden. Es ist bemerkenswert, daß die Kärmänsche Regel auch bei den hier 
vorliegenden endlichen Seitenverhältnissen und Stoßstärken gültig zu sein | 
scheint. 


Summary 


In the high-speed wind tunnel of the Institute for Aerodynamics, E.T.H. 
Ziirich, straight and swept-back wings have been investigated at high subsonic 
speeds. Drag measurements at zero incidence were made on a series of geo 
metrically similar models at the same Reynolds Number, which was maintained — 


constant by change of density. By this, theoretical tunnel correction formulas | 


could be checked and an extrapolation to vanishing tunnel influence was pos- 
sible; straight and swept-back wings were compared after corrections. 

Two different profile thicknesses (9 and 12%) have been investigated. The 
transonic drag-Mach Number relation for different thicknesses was found to be. 
in a very satisfactory agreement with von KARMAN’s similarity law. 


(Eingegangen: 27. 9. 49.) 


1) Tu.von KARMAN, The Similarity Law of Transonic Flow, J. Math. Phys. 26, 182-190 (1947). 
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Über Scheinwiderstände 
mit vorgeschriebenem Verhalten des Phasenwinkels 


Von ERNST BAUMANN, ETH., Zürich 


Wir legen uns die Aufgabe vor, einen Scheinwiderstand oder, was auf das- 
Ibe hinauskommt, einen Scheinleitwert mit folgender Frequenzabhängigkeit 
es Phasenwinkels zu finden: 

Im Intervall 0 < © < w, soll tgg von Null an stetig auf den Wert tg g, an- 
achsen. 

Im Intervall ©, < @ < w, soll tgy möglichst konstant sein, jedenfalls die 
chranke tg, nicht unter- und die Schranke tg, nicht überschreiten. 

Im Intervall ©, < @ < ® soll tg stetig wachsen und schließlich den Wert 
© annehmen. 


tof 


Fig. 1 
Verlauf des gesuchten Phasenwinkels. 


In Fig. 1 ist das verlangte Verhalten angedeutet. Derartige Scheinwider- 
tande sind in der Theorie der gegengekoppelten Verstarker wiinschenswert 
nd nützlich. 

Ganz allgemein gelten die folgenden Zusammenhänge: Jeder Scheinwider- 
tand 3(j w), der aus einer endlichen Anzahl von Schaltelementen besteht, ist 
ine rationale Funktion der komplexen Kreisfrequenz j w. Sein Phasenwinkel 
egt für alle Frequenzen zwischen + 2/2 und — 2/2 (positiver Realteil). Sind 
und g zwei Polynome in j w, so können wir schreiben: 


ecm iene fl 
DUO) rene] Kane (1) 
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Bedeutet G den geraden, U den ungeraden Teil des Polynoms /(j @) g(— 7 ®), so 
ist auch: 


PE ERA CE RES IA 2 
3) = =. (2) 
Daraus finden wir für den Phasenwinkel 9 = y(a) 
U 
okie ye (3) | 


Der Tangens des Phasenwinkels von jedem Scheinwiderstand ist also eine un- 
gerade rationale Funktion der Kreisfrequenz w. 


% 


Fig. 2 
Darstellung des Phasenwinkels in normierten Größen. 


Wir führen nun die folgenden Normierungen ein: 


x= Bs ; = Op X, (4) 
wo a, eine Konstante ist, und 
hip 
VOS (5) 
ebenso 
DT 2 
ee (6) 
tem, _ 1 | 
nr a 


Das Verhalten von tg nach Fig. 1 läßt sich unter Berücksichtigung der 
Ausdriicke (4) bis (7) wie in Fig. 2 angedeutet, darstellen. 
Dabei ist berücksichtigt, daß nach (3) 


tg(— w) = —tg(w); Yl-%) = — y(x) 
ist. 


| 
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Wir suchen nun eine rationale Funktion y(x) zu finden, die den aufgestellten 
? ometrischen Forderungen genügt, und werden in einem zweiten Schritt nach- 
reisen, daß sich ein Scheinwiderstand, der aus positiven Schaltelementen be- 
teht, finden läßt, der die gefundene Funktion zum tgo hat. 

Es sei y(x) die gesuchte rationale Funktion. Wir bilden die beiden Ausdrücke: 


(y¥-1) (+1) (y- 4) (yt =) (a) 


Ge 1) (x +1) (w+ 2) (2) (b) 


Beides sind rationale Funktionen in x. An Hand von Fig. 2 verifiziert man, daß 
eide dieselben Nullstellen haben. Hat y(x) an der Stelle x = x, einen v-fachen 
tol, so hat der Ausdruck (a) an derselben Stelle einen (4»)-fachen Pol. dy/dx 
at hingegen an der Stelle x = x, einen (v + 1)-fachen, (dy/dx)? also einen 
2 (v + 1)]-fachen Pol. Setzen wir v = 1, so haben beide Ausdrücke (a) und (b) 
vegen 4v=2(v + 1); » — 1 auch dieselben Pole. 

- Führen wir also die Bedingung ein, daß y(x) nur einfache Pole haben darf 
nd daß (a) nur reelle Nullstellen hat, so unterscheiden sich (a) und (b) nur 
arch einen konstanten Faktor, und wir dürfen 


1 


ne) = een 


tzen. Oder mit einem neuen C: 


(1 = 9%) (Rp) = CG — x8) (1 — 22 29) (LE). (8 
Jnsere gesuchte Funktion y(x) wäre also unter den rationalen Lösungen der 
Mfferentialgleichung (8) zu suchen. Wegen der gemachten Einschränkungen 
ezüglich Nullstellen und Pole von (a) und (b) haben wir allerdings nicht mehr 
ie allgemeine Lösung des Problems zu erwarten. 

Nach der Trennung der Variablen finden wir aus (8): 


= 


C dy fy dx 
V (t= y*) (A2 y?) VU x2) (1 #2 22) 


Wir führen zwei Hilfsvariablen u(x) und v(x) ein und setzen: 


(9) 


ax 
== - 10 
er VO = x?) (1-u2 x?) ” ee 
Fe ay = (11) 


ee 
\us (9) folgt zudem: 
da Ca) WzelT:. (12) 


46 ERNST BAUMANN 


Die Umkehrfunktion der durch (10) definierten Funktion ist bekanntlich die | 
Jakobische elliptische Funktion Sinus amplitudinis sn(w), also 


x = sn(u| x) 
und analog ist 


y = sn(v|A) = sn (21% }: 


An Hand von Fig. 2 verifiziert man folgende Integralbeziehungen : 
lee (1 — x2 22) ler (1 — Ry de 
dx dy 
———————_ = gl | - = 5 
Is (1 — x? x?) e ne 2) (1 — k? y?) 
1 


ir dx 
= ee -=C 
rever ee (l— ky 2), 


1/x 1/k 


Die ganze ungerade Zahl o gibt an, wie oft y(x) im Intervall 1 < x < 1/x 
zwischen den Werten 1 und 1/k hin- und herpendelt. 

Nach der Einführung der vollständigen elliptischen Integrale erster Gat- 
tung K(x) und K’(x) = K(x’) wird auch: 


K(x) = C K(k), 
I (4) = 0 CIA, 
Bedeuten m und # zwei beliebige ganze Zahlen, so ist bekanntlich: 
x = sn(u|x) = sn[u + 4m K(x) +72 K'(x)|x] 
und, da v = u/C ist: | 
y=sn(v|k) = sn (a [u +4mK(k)-C+j2nK'(k) -C] A). 
Mit Rücksicht auf (15) und (16): 


y= sn (6 [ue + 4m K(x )+j2n | 


- | 4) =sn (A). (18) 
Aus (18) ist ersichtlich, daß y(u) eine elliptische Funktion der Variablen « ist, 
mit den Perioden 4 m K(x) und 27 K’(x)/o. Wählen wir in (17) m= 1,n — 1: 
in (18) aber m= 1, m= 0, so haben sowohl x = x(u) und y = y(u) dieselben 
Perioden 4 K(x) und 72 K’(x). Nach den allgemeinen Sätzen der Theorie de 
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iptischen Funktionen besteht aber zwischen zwei elliptischen Funktionen 
it denselben Perioden ein algebraischer Zusammenhang. In unserem Falle 
gar ein rationaler, d.h. es ist: 


y = y(x) = Risn(u|x)]. (19) 


as Auffinden von y — y(x) ist also ein Teilungsproblem der Funktion sn(w| x). 
Um den Zusammenhang (19) zu finden, betrachten wir: 


y? = sn2%(v] R) = (à k). (20) 


* ist eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 4 K(x) und j 2 K’(x). 
’ir zeichnen in Fig. 3 die in einem Periodenparallelogramm gelegenen Null- 
ellen und Pole auf (für o = 3). 


J2k(x) 


[ IR 


2k(x) 4k(x) 
Fig. 3 
Periodenparallelogramm der Funktion sn?(v/k). 
Es bedeuten: X zweifacher Pol, 8 zweifache Nullstelle. 


ie Gleichung sn?(u) — sn?(#,) hat im Periodenparallelogramm zwei Lösungen!) : 
‘= U4 undu=—-w+2K+72K'. Daraus folgt aber (vgl. Fig. 3), daß die 
unktion 


(e- 1)/2 > 2 
[sn%(u) — sn? (7 Mar K’(#)) 
y=] 
sn? # = 
(e—1)/2 rl 2 
[saw — sn? (5 a, 4 )| 
= ù 


ieselben Nullstellen und Pole hat wie y? = y?(u). Nach dem Satz von LIOU- 
ILLE gilt also mit einer passend gewählten Konstanten A: 


NE) 
y(u) = À sn PE 2 (21) 
Lt {sn (u) — sn (i K'(x) }} 


1) Vgl. HALPHEN, Traité des Fonctions elliptiques, 1. Teil, S. 48. 
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Da nun sn(ju|x) = jsn(u|x')/cn(u|x’) = j sc(w|x’) ist, wird mit Riicksicht 
auf x = sn(w|x): 
2) 


)} 
Das ist aber der gesuchte rationale Zusammenhang zwischen y und x. Die 


Konstante A bestimmt sich am einfachsten aus der Bedingung 


y(1) = 1. (23), 


cay, ; 
(ea | 4+ se? ( et K(x’) 


y(x) = Ax (22 


v1 { 22 + sa Ele) 


Wir wollen nun nachweisen, daß es gelingt, Scheinwiderstände zu reali- 
sieren, die der Funktion (22) genügen. 
Nach (5) ist 
tgp = tgpı y(x) = H y(x) 
mit tgg, = H. Nach (1) und (2) ist: 
G+U = g(-7 @) Vo). 


Ohne Einschränkung der Allgemeinheit dürfen wir zunächst &, = 1 setzen, 
also ist: 


G(x) + U(x) = ei (7 4). 


Wir denken uns das Polynom G + U in Faktoren zerlegt. Unser Problem ist | 
lösbar, wenn es gelingt, diese Faktoren so zu ordnen, daß sich aus ihnen zwei 
Polynome g(-7 x) und f(+7 x) bilden lassen, derart, daß 


ein mit passiven Schaltelementen realisierbarer Scheinwiderstand wird. 
Zur Faktorenzerlegung haben wir die Wurzeln der Gleichung 


G(j x) + UG x) = 0 


zu bestimmen. Da G und U teilerfremd sind, hat die Gleichung 


U(j x) 


ee 


Re = 

dieselben Wurzeln wie (27). Mit (24) schreibt sich (28) als 
1 — 7 H y(x) = 0. 

Nach (14) ist aber y = sn(v/R), also 


1—7Hsn(v|k)=0, sn(v|k) =7 —. 
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| sei v = v, eine Lösung von (30), dann ist die Gesamtheit aller Lösungen ge- 

ben durch 

| [%t4mK + 207 K 

| v= (31) 
|\2K—1,44mK +2nj K’. 


ir 7 v << v <7 K’ nimmt sn(v/k) von Null an monoton wachsend alle posi- 
ren rein imaginären Werte einmal an. Für ein bestimmtes v = 7 a);0 < a) < K’ 
rd deshalb die Gleichung (30) erfüllt sein. Nun ist nach (12) # = C v, womit 
h unter Berücksichtigung von (15) und (16) der Zusammenhang (31) schreibt: 


Cu t4m K(x) +7224 
v= ms (32) 
2 K(x).—Cv,+4mK(x)+j2n— 


t0<C Up < K'(x)/o. Setzen wir nun die Werte (32) in x = sn(u/x) ein, so 
iden wir die x-Werte, die die Gleichung (29) lösen. 
Es ist aber 


sn(u + 2K) = -—sn(u) | u 
sn(# 2K) = sn(—-u — 2K +4K) —en(2X — #) — sn(u)|. 


jr dürfen uns also auf die u-Werte der ersten Zeile von (32) beschränken. 
>enso dürfen wir m = 0 setzen. Von den verbleibenden u-Werten 


“=jCm+j2n n=0,1,2..., (34) 


Hen o verschiedene in das Intervall O<u<72K’. Sie entsprechen den 
Ssungen von (29). Wir ordnen diese u-Werte in zwei Gruppen. Die erste 
ruppe enthält alle Werte für die 0 <u<jK’; die zweite Gruppe alle die- 
nigen für die 7 K’ < u < 27 K'ist. 


Es sind dies: 

wa, = 7 C ay 2: tpg = 4 C a + (9 + 1) = 
Uy = 7 Cay) + =. (35) M (ene) x (36) 
oe “= 

fea 7 C a+ (0 — 1) ty = fC ay + (0+ 02) 
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Die Werte der zweiten Gruppe sind von unten nach oben gezählt kongruent zu, 
den Werten | 


DRK ae 
U,=—}7 5 TTC 

4k’ 2 
Uy=-j "+0 

. KR 
Deere) 2 t 7 C a 


Da nun Ca, < K'Jo ist, sind alle U in (37) negativ imaginär, ihr sn also eben 
falls negativ imaginar. Daraus folgt: 

Von den o Lösungen der Gleichung (29) sind (@ + 1)/2 positiv imaginär, 
(o — 1)/2 negativ imaginär. Zudem ist, wegen 


or< al < [|< ... 


eee Wes 


1 Xo = nu); 7 % = Sn(%) usw. 

Die positiv imaginären Lösungen ordnen wir nun dem Polynom /(7 x), die 
negativ imaginären hingegen g(—7 x) zu. È 
Damit schreibt sich die Zerlegung (26) mit einer passend gewählten Kon-| 
stanten A,: 


HG x) g(— 7 x) = Ay f(x — 7 %) (x — 1 47) (x — 7 40 :)} 
x {(x + 74) (x +7 #3). (4+71%2)} 
oder mit einer neuen Konstanten A}: 
AG 2) g(— 7 2) = Ai {to + 1 2) (to + 7 4) (ae +1 x} 
ln 14) (Ae 9) AC a (39) 
Daraus folgt schließlich für den gesuchten Scheinwiderstand : 


~\ 4’ (%o+ 7 4*) (4a +7 4)... (re-1+1# 
ie ECE SNe alae 


Die Zerlegung (26) ist eindeutig, der Scheinwiderstand (40) ist also bis auf 
einen Proportionalitätsfaktor eindeutig bestimmt. Wegen der Beziehung (38) 
läßt sich (40) bekanntlich durch eine Schaltung, die entweder nur Widerstände 

und Induktivitäten oder nur Widerstände und Kapazitäten enthält, realisieren. 
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| Ein für mancherlei Anwendungen interessantes Beispiel sei numerisch be- 
| delt. Es sei ein Scheinleitwert zu bestimmen, für den 


| y(x) = 4 jx te (41) 
1 


| | 
| (daraus folgt o = 3), zudem sei x = 0,1; tg, = 1, 9, = 45° vorzuschreiben. 
‘s den Beziehungen (15) und (16) folgt: 


FOUT Ra, K(k) __ Kim) 
FN ¢ FM. 070 a 
K(x) 
(Gg: K(k) (43) 


das Verhältnis X/K’ tabelliert. Für x = 0,1; x? = 0,01 finden wir: 


Kir) _ 
Ka = 0426109. 


K(h) 


Rey ei 0,426 109 = 1,278327. 


‚zu gehört ein K?, das sich aus derselben Tafel entnehmen läßt, von 
k? — 0,749, 
k = 0,8654. 


+ tgœ variiert also für 1 < x < 1/x; 1 < x < 10 im Verhältnis 1:1/0,8654. 
ch (22) ist: 


t x’? = 0,99 wird: 
K(x:) = 309564, 


32 — 1,23188, 
eee — 246376. 


as den Tafeln von MILNE-THOMSON finden wir (mit linearer Interpolation) 


| 0,844 36 
| $6 (1,231.88 | 0,99) = 191 
d 

sc (2,464|0,99) = 6,36. 
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Damit wird 


ya) = Ax aye Mt A 
Wir lösen die Gleichung (29) direkt: 
1-4 HYG = 7 =a, 
also 
LE ee TR (44 

Wir setzen 7 x = Z und finden aus (44): 

Ze STA | 

Z, = 14,64, (45) 

ER 


Damit wird der gesuchte Scheinleitwert bis auf eine Konstante: 


Hy (0,574 #912) (14,64 + 7%) 
DURE Bas a | (46) 


Eine Partialbruchzerlegung von (46) führt auf das nachfolgende Schaltschema 
Fig. 4 (mit normierten Schaltelementen). ' 
| 


ig alley gl 


Fig. 4 
Schaltschema in normierten Größen zum Beispiel (41). 


Resume 


L'auteur examine une manière particulière de réaliser des impédances dont 
l’angle de déphasage est prescrit en fonction de la fréquence. La méthode appli 
quée est très semblable à celle qu’emploie CAUER dans sa théorie des filtres! 
Après avoir résolu un problème de division des fonctions elliptiques, on arrive 
à établir l’expression mathématique de l’impédance. 

Des applications sont possibles, par exemple, dans le domaine des amplifca 
teurs a contre-réaction. 


(Eingegangen: 24. 6. 49.) 
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Numerische Lösung von Randwertproblemen 
| mit Hilfe der Seilpolygongleichung 


Von Fritz Stüssı, ETH., Zürich 


1. Einleitung 


Das Seilpolygon ist ein klassisches Hilfsmittel der Baustatik, dessen Ein- 
irung auf SIMON STEVIN (1548-1620) von Brügge und den Franzosen 
LRIGNON (1654— 1722) zurückgeht. Es diente ursprünglich zum Zusammen- 
zen von Kräften in der Ebene zu einer Resultierenden. 

| Eine vielseitige Verwendung des Seilpolygons verdanken wir KARL CUL- 
INN (1821—1881), der damit statische Momente und Momente höherer Ord- 
ig bestimmte. Durch seine Analogie der elastischen Linie zu einer Momen- 
nflache dehnte OTTO MoHr (1835—1918) den Anwendungsbereich des Seil- 
tygons weiter aus. 

Alle diese klassischen Anwendungen des Seilpolygons sind graphische An- 
mdungen mit dem Vorzug der Anschaulichkeit, aber auch mit dem Nachteil 
r beschränkten numerischen Genauigkeit. Diesen Nachteil können wir ver- 
Biden, indem wir die graphische Konstruktion des Seilpolygons mit Hilfe der 
alpolygongleichung in die Sprache der Zahlenrechnung übersetzen. Durch 
ese Übersetzung ergibt sich, wie nachstehend gezeigt werden soll, auch eine 
sentliche Erweiterung des Anwendungsbereichs, nämlich die numerische 
sung bestimmter Gruppen von Differentialgleichungen bzw. von Randwert- 
3blemen. 

Es liegt wohl in der Natur der Sache, wenn bei einer solchen Darstellung 
r Seilpolygongleichung und ihrer Anwendungen von baustatischen Begriffen 
4 Zusammenhängen ausgegangen wird. Ich bin aber überzeugt, daß das ab- 
leitende numerische Berechnungsverfahren auch in anderen Gebieten der 
gewandten Mathematik gute Dienste leisten kann. 


2. Die Seilpolygongleichung und ihre Bedeutung 


Zur Aufstellung der Seilpolygongleichung gehen wir aus von der Momenten- 
che M eines durch lotrechte Einzellasten P belasteten Balkens, die ja be- 
nntlich durch das Seilpolygon zu den Belastungen dargestellt wird. 

Wir ‘greifen ein Balkenfeld, d.h. einen Abschnitt zwischen zwei Knoten- 


nkten m — 1 und m heraus, wobei wir die Lastangriffspunkte mit den 


54 FRITZ STÜSSI ZAM | 


Knotenpunkten zusammenfallen lassen bzw. unmittelbar links von diesen an 
nehmen. Am Feld m—1 bis m können wir nach Fig. 1 die folgenden zw 
Gleichgewichtsbedingungen anschreiben : 


Mu Mie Ow Ad (la 
OO oe (1b) 


Dabei bedeutet die Querkraft Q die Resultierende aller Lasten des Balkens 
links oder rechts vom betrachteten Knotenpunkt. Innerhalb eines Feldes ist: 
bei unseren Voraussetzungen die Querkraft konstant. 

Für das Nachbarfeld Ax,,;ı läßt sich in Analogie zu (la) die Gleichung 


i 


en ai MR ai One Atm +1 


| 


anschreiben; aus diesen beiden Gleichungen eliminieren wir die Querkraft mit 
Hilfe der Gleichung (1b): 


Min- Ming M 
Ax 


mim re Cee (2) 


AY 


m 
t 


Für konstante Feldweiten, 4%, = A%m 4, = 4%, auf die wir uns hier beschrän- 
ken können, ergibt sich die etwas einfachere Form 


Eee en (3) 


| 
Dies ist die Seilpolygongleichung. | 
Wirkt an Stelle der Einzellasten P eine stetig verteilte Belastung p, so 
haben wir diese zu «Knotenlasten» zusammenzufassen. Dabei setzen wir vor- 
aus, daß die Belastung # durch «sekundäre Träger» Ax auf die Knotenpunkte 
übertragen wird; die Knotenlasten sind also als Auflagerkräfte dieser sekun- 
dären Träger zu berechnen. 
Nehmen wir linearen Verlauf der Belastung an (Fig. 2), so liegt die Resul- 
tierende 
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=. 


R 


Mm 


ae (Dien br 
eee 


| 
3 Feldes m im Abstand 
oe Pm—1+2Pm Ax 


Pair 3 


a linken Knotenpunkt m — 1, und die zugehörige Knotenlast in m beträgt 


En Ax 
Ka, Rn Ax 7 6 Ve ee mean ie (4) 
- auch das rechts von m liegende Feld belastet, so ist die vollstandige Kno- 
alast 


ete CES Pas AE (5) 


egen des je über Feldweite linear vorausgesetzten Verlaufs von # nennen wir 
ese Gleichung die Trapezformel der Knotenlast. 

Eine bessere Annäherung an einen stetigen Verlauf der Belastung # erhalten 
r durch die Annahme eines parabelförmigen Verlaufs von p über die zwei 
ider von m — 1 bis m + 1. Diese Parabel ist charakterisiert durch die Pfeil- 
he 


Ap pe, ee 


daß die Pfeilhöhe / der beiden schraffierten Zwickel mit 


A 
a4 


geben ist. Die Resultierende AR eines solchen Zwickels, 


ete Dm = Dm-1 = Pass 
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verteilt sich je zur Hälfte auf die beiden benachbarten Knotenpunkte; für de 
Knotenpunkt m beträgt somit die ganze Knotenlast 


A 

Las = > (Pat TE 10 Dim + Dr) : (6) 

Es 
Qa M+dM 
ms > 
Grd 

dx 
Fig. 3 


Diesen Ausdruck nennen wir die Parabelform der Knotenlast. Zur Formulie= 
rung von Randbedingungen werden wir auch etwa die Knotenlast K,,_, be- 
nötigen ; sie beträgt nach der Trapezformel 


a = ce Ve) (7a) 
und nach der Parabelformel 
A 
Ki = 5 (7 Pm—1 + 6 Pn — Pn 1): (7b) 


Mit den Werten für die Knotenlasten K,, ist somit auch die Seilpolygonglei- 
chung fiir verteilte Belastung gegeben; fiir stetige Belastung lautet sie bei- 
spielsweise mit der Parabelformel 


AE 
—M„n-1ı+2 Mm — Ming = 77° Va En (8) 


Um die mathematische Bedeutung der Seilpolygongleichung zu ki 
betrachten wir den Gleichgewichtszustand eines kleinen Balkenelementes dx 
(Fig. 3). | 

Aus einer Komponentengleichgewichtsbedingung erhalten wir 


dQ +pdx=0 
oder 


d 
ne (oa 


|! 
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| 
ihrend eine Momentengleichgewichtsbedingung 


| ee ieee Lele | 


as unter Vernachlässigung des Gliedes p dx?/2, das von höherer Kleinheit ist, 
e Beziehung 


a 7-9 (9b) 


fert. Die Vereinigung der beiden Gleichungen (9a) und (9b) gibt uns die 
ifferentialgleichung der Balkenbiegung 


| d?M 
| dx? 


= M" =~. (10) 


| 

lie Differentialgleichung (10) hat offensichtlich den gleichen Inhalt wie die 
silpolygongleichung (8), denn beide stellen uns ja den gleichen Zusammen- 
ng zwischen den Biegungsmomenten und den Belastungen eines Balkens dar. 
lerdings unterscheiden sich die beiden Darstellungen in zwei Punkten grund- 
tzlich voneinander: 

Die Differentialgleichung M" = —# bezieht sich auf stetige Funktionen 
ad erfaßt deren Verlauf im ganzen Funktionsbereich. Das Moment M wird 
arch zweimalige Integration von p über die Querkraft Q = M’ bestimmt; 
je Funktionen M, M’, M" sind gleichwertig. 

Die Seilpolygongleichung 


—M„-ı + ZM, Muni Ax K„(£) 


agegen erfaBt die Funktion M nur durch ihre Einzelwerte in den Knoten- 
unkten, und die Belastung # tritt nur durch ihre Knotenlasten in die Rech- 
wing ein; dadurch sind auch unstetige Belastungen, wie beispielsweise Einzel- 
-sten oder plötzlich veränderliche Belastungen, erfaBbar. 

Aus den Knotenlasten ergeben sich die Momente direkt (durch Auflösen des 
reigliedrigen Gleichungssystems), ohne daB die Querkräfte Q in Erscheinung 
-eten: die Querkräfte Q = M’ werden ausgesprochen zu einer Nebenfunk- 
on und können nur indirekt durch die Hauptfunktionen M und = — M” 
usgedrückt werden. Dies äußert sich dann, wenn wir die Nebenfunktion 
rauchen, dadurch, daß die entsprechenden Ausdrücke sich weniger einfach 
der weniger genau) ausdrücken lassen als die Werte der Hauptfunktionen 
T und £. 

Unter Beachtung dieser Besonderheiten stellt uns die Seilpolygongleichung 
ymit den Zusammenhang zwischen einer Funktion M und ihrer zweiten Ab- 


58 FRITZ STÜSSI ZAME 


leitung M” =—p dar. Dieser Zusammenhang gilt allgemein, nicht nur fiir 
Biegungsmomente, und wir können somit die Seilpolygongleichung für jede 
Funktion y anschreiben: 


Ym-ı 2 Yen Ye Ax ae) . (11a) | 


In dieser Form ist die Seilpolygongleichung streng gültig. Ist beispielsweise” 
die Funktion y" stetig, so können wir die Knotenlast K,,(y") durch die Parabel= 
formel ausdrücken und erhalten 


25 n | 
Ym-ı Zu 2 Ym cu Ym+ı — = (ie 1 SE 10 pe te Vin) < (11b) 


Da wir bei den hier vorkommenden Anwendungen 
den Verlauf der Funktion y” oder irgendeiner 
Funktion y, deren Knotenlast wir bestimmen 
müssen, ihrem grundsätzlichen Verlauf nach 
immer kennen, können wir auch die Größe der 
Knotenlast mit genügender Genauigkeit angeben, 
Weist beispielsweise diese Funktion y an der 
Stelle m einen Knick «,, auf (Fig. 4), so können ~ 
wir die Knotenlast durch Zerlegung in ein Trap 
(Yo) und eine Parabel (Ay) bestimmen: 


dy 
Ax 
Km(Yo) = a (Von 1 +4 Vos Vo) 
ACen N 
Yo K„(Ay) = 12 KA 1049, + Ay) | 
&m 
Fig. 4 mit 


Km Ax = — Yomı + 2 Yo = FOr 
erhalten wir 


Ax 


; À l 
K„(y) Zr K„(yo) = K (Ay) — > (Ym-ı +40 Vm + Vn-+1) ZIEL Im: (12) 


In analoger Weise können auch andere Unstetigkeiten, wie etwa sprunghaften 
Änderungen, in der Knotenlast berücksichtigt werden. | 
Die Seilpolygongleichung (11a) besitzt eine unverkennbare Ahnlichkeit mit | 
dem beim Rechnen mit endlichen Differenzen verwendeten zweiten Differen- | 
zenquotienten | 
Ve ton 2 Vm ey Ym+ 2 à is = Ax? Yes (13) | 

| 

| 


| 
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r Unterschied zwischen den beiden Beziehungen ist jedoch ein grundsätz- 
her: der Differenzenquotient (13) ist einfach aus einer Vergröberung des 
veiten Differentialquotienten entstanden, wobei die bei unendlich kleinen 
tervallen zulässige Vernachlässigung kleiner Glieder höherer Ordnung mit 
pernommen wurde, obwohl sie bei endlichen Intervallen nicht mehr zulässig 
£. Davon rührt offensichtlich die oft festgestellte ungenügende Genauigkeit 
tr Differenzenrechnung her. Bei der Seilpolygongleichung dagegen, die einen 
tustatischen Zusammenhang darstellt und die in der Form der Gleichung (11) 
reng gültig ist, erscheinen gerade diese unzulässigen Vernachlassigungen ver- 
fieden. Da aber bei jeder numerischen Berechnungsmethode ihre numerische 
nauigkeit entscheidend wichtig ist, erscheint fiir das praktische Rechnen die 
bilpolygongleichung der Differenzengleichung (13) überlegen. 


3. Die Nebenfunktion y’ 


Wir benötigen bei unserer Aufgabe, der numerischen Lösung von Rand- 
ertproblemen, die Nebenfunktion y’ aus zwei Gründen: einmal müssen wir 
e Randbedingung y = b, ausdrücken und an- 
rerseits müssen wir eine in der zu lösenden 
üfferentialgleichung vorkommende Nebenfunktion 

durch ihre Knotenlast erfassen können. J 

Es zeigt sich nun, daß die Erfassung der Neben- 
‘nktion y’ mit den Trapezformeln wesentlich ein- 
‚cher ist als mit den Parabelformeln ; wir beschrän- 
en uns deshalb hier auf diese. Die etwas geringere 
enauigkeit der Trapezformeln gegenüber den Pa- 
belformeln können wir bei der praktischen An- 
endung durch die Wahl von etwas kleineren Inter- 
allen kompensieren. 

Die Neigung y, der Funktion y im Knoten- 
ınkt m läßt sich aus der Sehnenneigung ys und 
er Knotenlast Ay’ zusammensetzen (Fig. 5): 


be 
n—1 Ax = Von le 2 Vinx 1 al Vin) , 


(14a) 
Vin, AX = Vm, — Ym- Er lye qt 22 Viale 


Fig. 5 


à wir für das nächste Feld die analogen Bezie- 
ingen anschreiben können, ergibt sich einerseits für y,, als Mittelwert auch 
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die Beziehung 


, 1 Ax? 7 7 15 
Im Ae =F (Viv Im) ag men) à (15) 
während wir andererseits die Knotenlast mit der Trapezformel zu 


lé A [2 / , 1 1 } 
Ku ) = En (Viner + à Vm + Yi) F- D (Ym+ı in en) (16a) 


finden. 
Mit Verwendung der Parabelformeln wiirden wir erhalten: 
, A i N N N 
Ym-ı A% = Yn — Yma— gr (7 Ya + 6 Vn — Ysa) 
(14b) 


Ax? 7 7 


Vn Ax = Mn Visine "24 (3 Ym-ı + 10 Vm — Ya) 


Der Mittelwert für y}, aus zwei benachbarten Feldern ergibt sich genau gleich‘ 
groß wie in Gleichung (15) mit der Trapezformel; die numerische Genauigkeit 
dieses Ausdrucks (15) ist deshalb wohl sehr gut; Gleichung (15) dient zur Be, 
stimmung der Nebenfunktion y’ aus den Hauptfunktionen y und y”. 

Die nach der Parabelformel mit den Werten nach Gleichung (14b) berech- 
nete Knotenlast K,,(y') wird 


, 1 Ax? W N 
K„(y) = 2 Ve 9) geet) re rer Ven (16b) 


Bei der praktischen Anwendung zeigt es sich, daß Gleichung (16b) viel weniger 
einfach zu handhaben ist als die einfachere Gleichung (16a); wir werden uns 
deshalb hier, wie schon gesagt, auf die Verwendung von Gleichung (16a) be 
schränken. | 


4. Die Lösung der totalen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, die totale Differentialgleichung zweiter. 
Ordnung 


y+ by +ey+ F(x) =0 (17a) ı 


mit Hilfe der Seilpolygongleichung numerisch zu lösen. Dabei handelt es sicht 
darum, die Unbekannten y” und y’ durch y auszudrücken und so zu eliminie- | 
ren, um ein Gleichungssystem zu erhalten, das neben den Werten der Störungs- | 
funktion F nur noch Unbekannte y enthält. Wir unterscheiden zwischen der | 
Grundgleichung, die für jeden Zwischenknotenpunkt anzuschreiben ist, und 
den Randbedingungen. | 
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| 
| 


a) Die Grundgleichung 


Nach den Bemerkungen, mit denen wir den Unterschied zwischen Differen- 
algleichung (10) und Seilpolygongleichung (8) charakterisiert haben, gehen 
ir von der zu lösenden Differentialgleichung (17a) über auf die entsprechende 

eichung zwischen Ax-fachen Knotenlasten : 


| 
| ch Gleichung (11a) ist 


| Ax Keys) Na YET Ver: 
| 
fie Funktion c y wird normalerweise stetig sein; wir setzen somit nach der 
rabelformel 


| 
| 


Ax2 
Ax K(c y) = > (Cm-1 Ym-ı + 10 Cm Vm + Cm+1 Pit) 


it der Abkiirzung 
| beets? 
| a 12 


ürd 
Ax Kn(e y) = V maa Vea + 10 Ym Vm + Ym+ı Ym+1: 


ie Funktion y’ können wir aus den angegebenen Gründen in einfacher Weise 
ir mit der Trapezformel erfassen ; auch müssen wir hier im Bereich von m — 1 
sm + 1 den Koeffizienten b als konstant voraussetzen. Damit wird nach Glei- 
zung (16a 

g (16a) ER | 
Ax K,,(6 Y ) ee (a Ti Ve 


it der Abkürzung Er 
Be 
"halten wir 
A Klo y’) = be ee = peta 


a bei praktischen Anwendungen das Glied 0 y’ der Gleichung (17a) in der 
egel nur von untergeordneter Bedeutung ist, hat seine nur angenäherte Er- 
ssung auch bei ziemlich großen Intervallen Ax keinen wesentlichen Fehler 
ır Folge. | 

Setzen wir diese Werte der Ax-fachen Knotenlasten in die Gleichung (18) 
n, so ergibt sich nach Ordnen die gesuchte Grundgleichung zu 


YVm-1 (1 = Bin + N) de Vin (2 = 10y») — Ym+1 (1 = In ne Der) = APR NE): 
(19) 
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Enthält die Belastungsfunktion F eine Einzellast, so wird die Funktion y eine 
Knick « aufweisen ; in solchen Fällen ist die Knotenlast von y entweder nac 
der Trapezformel (5) oder genauer nach Gleichung (12) einzusetzen. 

Ein negatives Vorzeichen der Koeffizienten db und c kann ohne weiteres in 
der Grundgleichung durch entsprechenden Vorzeichenwechsel der Werte 
und y berücksichtigt werden. Die Koeffizienten können auch veränderlich sein 
Damit erlaubt die Grundgleichung die numerische Lösung der Differential 
gleichung (17a) nicht nur unter speziellen oder einschränkenden Voraussetzun= 
gen, sondern sie erfaßt wohl alle vorkommenden Anwendungen, indem die 
gesuchte Funktion unter Beachtung der Randbedingungen durch Auflösung 
des dreigliedrigen Gleichungssystems (19) numerisch berechnet wird. 


b) Die Randbedingungen 


Durch die Randbedingungen können an einem Ende A eine oder zwei der 
drei Größen y4, ya, y4 vorgeschrieben sein. 
Ist y, gegeben, so ersetzt uns diese Aussage eine Gleichung für den Rand” 
punkt; wir brauchen diesen Fall deshalb nicht weiter zu untersuchen. 
Wir untersuchen den weniger einfachen Fall «y, gegeben» mit den Trapez- 
formeln. Nach Gleichung (14a) ist 


’ Ax? N N 
A Na a ae 


im letzten Glied eliminieren wir y” mit Hilfe der Differentialgleichung (17a): 


Ax? 
6 


An? 
6 


(294+ y) = — (20 y, +609, F2c y, +tcy, +2F, +f). 


Mit Hilfe der Gleichungen (14a) und (14b) ersetzen wir darin die Werte yal 


JAW Gs , , Axb Ax? I 
mi gee) ere 135 3¥4—- EA yh FO yl VE 2 yt)| 


1x2 
VC nr en ale 


| 


| 
Durch Einsetzen und Ordnen finden wir die gesuchte Randbedingung zu 


2 2 gl 
Ja bé Wy ace er N AR ee Re | 


| 
(20a) ) 
| 


| 


Es wäre nun noch y4 zu eliminieren, was mit Gleichung (17a) leicht mög- 
lich ist. In dieser Form bietet Gleichung (20a) aber auch die Möglichkeit, | 


zu eliminieren, so daß sie die Randbedingung «y! gegeben» ausdrücken 
nn. Die Elimination wird im einen wie im andern Fall am besten numerisch 
rchgeführt. 
| Für die unvollständige Differentialgleichung 


y"+cy+F(x)=0 (17b) 


nn die Randbedingung «y, gegeben» auch auf einfache Weise und etwas 
auer durch die Parabelformel, Gleichung (14b), ausgedrückt werden: 


= 


V4 AX = V1 — V4 — 211 a 04) = y): 


inieren wir hierin die Werte y” mit der Gleichung (17b), so erhalten wir 


Ax 


ee (2+ 6y)+ vey=—2 4 Ax + - 12 


(7F, +6F,—B). (20b) 


ir den Sonderfall y4 = 0 kann, falls auch Fy = 0, die Randbedingung auch 
+ der Grundgleichung (19) als Symmetriebedingung ausgedriickt werden: 


PS) NÉ + SSE, +f). (20c) 


5. Anwendungsformen und Beispiele 


Zur Lösung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung müssen zwei Rand- 
lingungen vorgeschrieben sein. Diese können entweder beide an der gleichen 
eile, am Anfang des Funktionsbereiches, oder an zwei verschiedenen Stellen, 
‚eine an den beiden Enden des Bereiches, gegeben sein. Der erste Fall kommt 
der Regel bei Schwingungsgleichungen vor, bei denen als Anfangsbedingun- 
n zwei der drei Größen Auslenkung y,, Geschwindigkeit y’, Beschleunigung 
, gegeben sind, während die zweite Form bei Formänderungsproblemen von 
äben die Regel ist, wo die Lagerungsart an den beiden Stabenden die Rand- 
dingungen liefert. Diese beiden Gruppen verlangen verschiedene Anwen- 
ngsformen der Grundgleichung (19) und sollen deshalb auch getrennt be- 
ichtet werden. Endlich soll noch kurz auf das Problem der Stabilität hin- 
wiesen werden. 


a) Schwingungsgleichungen 


Hier stellt die Differentialgleichung (17a) die gedämpfte erzwungene Schwin- 
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gung dar, bei der zwei Anfangsbedingungen y, und y4 (oder auch y), went 

wir mit | 
AU: 

i= (Fr) hé 


bezeichnen, gegeben sind. Aus diesen beiden Anfangsbedingungen und mit der 

Randbedingung Gleichung (20a) sind die beiden Schwingungsausschläge y4 

und y, zu bestimmen, wobei wir selbstverständlich die Intervalle Ax durch“ 

das Zeitintervall At zu ersetzen haben. Die Grundgleichung (19) schreiben wir 
1 | At? 


hier in der Form 
Ym(2— 109) — mea (= B+Y) — SE (Ema + 10F n+ En 
(22 


Vn = 1+Bt+y 


aus y, und y, ist somit y, bestimmt usw., und die Schwingungskurve kann 
Punkt für Punkt berechnet werden. Dabei kann auch die Intervallgröße im; 
Verlauf der Berechnung gewechselt werden (unter entsprechender Änderung 
der Werte f und y), wobei ein Zahlenvergleich der für verschiedene Intervall 
werte Ai erhaltenen Kurvenwerte y eine einfache Beurteilung der bei bestimm: 
ter erforderlicher Genauigkeit noch zulässigen Intervallgröße erlaubt. So ist es 
beispielsweise angezeigt, am Anfang der Schwingung mit kleinen Intervallen 
zu beginnen, weil die Randbedingung (20a) mit der etwas weniger genauen 
Trapezformel abgeleitet wurde, während für die Anwendung der Grundglei 
chung (21), wenigstens für kleine Dämpfung, die Intervallgröße verdoppelt 
oder verdreifacht werden kann. | 

Ein einfaches Zahlenbeispiel soll eine erste Beurteilung der erreichbaren! 
Genauigkeit erlauben. Wir betrachten den einfachen Fall der ungedämpftenh 
harmonischen Schwingung mit der Masse M und der Federkonstanten R. Mit 
c= M/R lautet die Schwingungsgleichung 


deren mathematische Lösung für y4 = 0 und mit p = Ye sich zu 
Y= V4 COS pt 


ergibt. Fiir die Anwendung unserer Grundgleichung ergibt sich 


t At? 712 
ME RT Na Apt M 
? Del sn 12 n2 ? 
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n wir mit n den Wert 


ne Ds ge 
pA 2At 


zeichnen. Die Grundgleichung (21) vereinfacht sich hier auf 


Z—10y 
1+y 


Vm+1 = Vm Ym-1> 


hrend andererseits die Voraussetzungen für die Randbedingung (20c): 


1-5y 
1+y 


Vz 47 


it sind. Wählen wir z.B. n = 12, was einem Intervall von p At = 15° ent- 
richt, so wird 
2-10, 


y = 0,00571158, —T— 


= 1951850; 


| . wir erhalten für den ersten Viertel der Schwingungsdauer die folgenden 


ta Pt = 0°: v= 100000 y; cos p t = 1,00000 


15° 0,965 93 0,965 92 
SOP 0,866 02 0,866 02 
45° 0,70710 0,70711 
60° 049999 0,50000 
19: 0,258 80 0,258 82 
90! 0,00002 0,00000; 


> Genauigkeit läßt praktisch nichts zu wünschen übrig. 
Verdoppeln wir die Intervallgröße (n=6), so ergeben sich mit y = 0,0228463 
2 Werte y zu 


x pi 0: y — 1,00000 -y,: yp = 1,00000- y, 
30° 0,86598 0,86292 
60° 0,499 86 0,489 26 
90° — 0,000 25 — 0,01854 


h diese Genauigkeit diirfte noch fiir die meisten praktischen Zwecke mehr 


; ausreichend sein. 
In der letzten Tabelle sind zum Vergleich auch die Werte y, eingetragen, 
> sich aus der Differenzenrechnung [Gleichung (13)] mit 


Ya ee 12 as 
Pen. Der Unterschied in der Genauigkeit ist offensichtlich. 


MP 1/5 
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Es sei noch darauf hingewiesen, daß wir mit der gefundenen Rekursions 


formel 
2—10y 
Ym+ı = l+y Ym Ym-ı 


die Kreisfunktionen sin x und cos x berechnen können, während sich durch 
Umkehrung des Vorzeichens von y mit 


die hyperbolischen Funktionen sinh x und cosh x ergeben. 


| p = konsk. 


b) Formänderungsgleichungen 


Wir wählen hier als Beispiel, um Anwendungsform und Genauigkeit 2 | 
zeigen, einen einfachen Balken mit konstanter Steifigkeit EJ, der durch eine) 
gleichmäßig verteilte Belastung p und durch eine axiale Zugkraft N belastet 
sein soll (Fig. 6). Aus 

M=M,-Nn 
bzw. 
M" a Ms ae N ne | 


wobei 7 die Durchbiegung bedeutet, und aus der Differentialgleichung d | 
elastischen Linie | ‘ 


| 
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Alten wir mit My = — die Differentialgleichung für die Bestimmung des 
zungsmomentes M = y in der Form 
| 


N 
PSN D CES (23a) 


| ; 


| 
‘er Beachtung der in Fig. 5 gewählten Koordinatenachsen und der Rand- 
ingungen 

| 


bt sich die mathematische Lösung mit 


2 N 
ww” = EJ 
P (1 cosh w 25 
ow? cosh wa 


!ür die Balkenmitte den Wert 


2? ( LE 
Im aw? u cosh wa 


immt. Wählen wir beispielsweise w a = 2, so erhalten wir 


Ym = Mm = 0,04589 p I. 


baustatische Lösung ist durch das Gleichungssystem (19) gegeben, wobei 
(das negative Vorzeichen von y 


Aah = "N Ax? _ 2 2 
FRE A ESP er ner 


seachten haben: 
nb nl (1 = y) te Von (2 sits 10 y) — Vm41 (1 =») = DAR 


- wählen absichtlich eine sehr grobe Teilung, Ax = a/2 = 1/4; damit wird 
(wa=2 


| a? LES 
| ==" a iS 0,083 33. 


ter Beachtung der Randbedingung, y4 = 0, und Ausnützung der Symmetrie 
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brauchen wir nur zwei Gleichungen anzuschreiben 


2,83333 y, — 0,91667 Vm — 0,0625 p 1? 
— 1,83333 y, + 2,83333 y, — 0,0625 p 12, 


deren Auflösung (mit dem Gaußschen Algorithmus) uns den Wert von 


Vg = Mia 0.045959 12 


ergibt. Trotz der sehr kleinen Zahl der Felder 4x beträgt der Unterschied gegen 
über der genauen mathematischen Lösung nur 0,13% ; die Genauigkeit des Vet 
fahrens ist somit praktisch mehr als ausreichend. Bei einer Berechnung mit 

endlichen Differenzen hätte der Fehler immerhin 2,7% betragen. 
Eine zu Gleichung (23a) analoge Beziehung besteht für die Durchbiegun 
gen 7 r 
ie ET n+ = = 0. 


Die beiden Gleichungen (23a) und (23b), die übrigens die Mohrsche Analog 
der Biegungslinie fiir den erweiterten Fall der Biegung mit Langskraft veran 
schaulichen, sind nur für den Fall statisch bestimmter Lagerung direkt lösbar 
Für statisch unbestimmt gelagerte Balken nämlich besitzen wir in Gleichung 
(23a) nicht die Möglichkeit, die Elastizitatsbedingung, z.B. 74 = 0 bei starre 
Einspannung, auszudrücken, während wir in Gleichung (23b) das Belastung: 
glied, nämlich die sich auf die statisch unbestimmte Lagerung beziehender 
Momente M,, nicht kennen. 

Eine dem Wesen nach mathematisch orientierte Lösung des Problems be’ 
steht nun darin, daß wir die beiden Gleichungen zu einer Differentialgleichung 
vierter Ordnung vereinigen: 


VENEN — Nn'—-p=0, (24 


die wir baustatisch unter Beachtung der vier Randbedingungen durch ein fünf 
gliedriges Gleichungssystem lösen könnten. 

Die baustatisch orientierte Lösung dagegen besteht darin, daß wir ei 
statisch bestimmtes Grundsystem einführen und die überzähligen Größen, z. 
die Einspannmomente, durch die Elastizitätsbedingungen ermitteln. | 

Damit erkennen wir aber die Möglichkeit, gewisse Differentialgleichungei 
vierter Ordnung mit Hilfe der Theorie statisch unbestimmter Tragwerke au 
solche zweiter Ordnung zurückführen zu können. Diese Möglichkeit dürft 
auch in anderen Fällen als in unserem Beispiel zu einer willkommenen Verein‘ 
fachung der Rechnung führen. 
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c) Stabilitätsprobleme 


‘Wir beschränken uns hier auf eine kurze grundsätzliche Bemerkung. 
|Beim beidseitig gelenkig gelagerten Druckstab (Eulerscher Grundfall) er- 
t sich aus dem Gleichgewicht zwischen inneren und äußeren Momenten mit 
| 

| P 
| Gr: 


EJ 


y"+cy=0 


| Differentialgleichung des Knickproblems zu 
| 
| 
den Randbedingungen y, = 0, vp = 0. 

Trotzdem die Differentialgleichung genau mit derjenigen der harmonischen 
wingung übereinstimmt [Gleichung (22)], ist der dort verwendete Lüsungs- 
» hier nicht mehr anwendbar. Dies rührt nicht nur von der Verschiedenheit 
Randbedingungen her, sondern ursächlich davon, daß hier die gesuchte 
sekannte, die kritische Last P,,., im Koeffizienten c enthalten ist. 

Eine Lösung ergibt sich hier, indem wir in der Grundgleichung die Unbe- 
ante c auf eine Seite bringen: 


re male. FLO YG I Yon) 


i die Ausbiegungen y, der rechten Seite als geschätzte Ausgangskurve auf- 
sen; die Ausbiegungen y der linken Seite ergeben sich damit aus einem 
malen Seilpolygon. Die Stabilitätsbedingung y = y, liefert die gesuchte 
ieklast P,,. Damit ist der Zusammenhang unserer Untersuchungsmethode 
> dem Verfahren der sukzessiven Approximation von ENGESSER-VIANELLO 
gestellt. 

Nun gibt es aber Stabilitätsprobleme, wie etwa das Kippen von Trägern 
> I-Querschnitt, mit der Differentialgleichung 


2 2 2 
77 a 7 Mi a 


p 72 YP Bac TR = 0; 


ı denen sich eine einfache und übersichtliche Lösung dadurch ergibt, daß wir 
; Approximationsverfahren nach ENGESSER-VIANELLO mit der baustatischen 
sung der Differentialgleichung zweiter Ordnung nach Gleichung (19) kom- 
ieren1). 

14) F.Srüssı, Die Stabilität des auf Biegung beanspruchten Trägers, Abh. Int. Ver. Brückenbau 
Zochbau 3 (1934). 
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6. SchluBbemerkungen 


Die hier im Uberblick gezeigte Anwendung der Seilpolygongleichung zu 
Lösung von Randwertproblemen ist erweiterungsfähig: Kombinieren wir zwei 
Seilpolygone, so gelangen wir zu einer Lösung von Differentialgleichungen vier 
ter Ordnung!) ; kreuzen wir zwei Gruppen von Seilpolygonen, so führt dies zu 
Lösung von Platten- und Scheibenproblemen?). 

Trotz der Leistungsfähigkeit und Genauigkeit des hier vorgelegten numeri-' 
schen Rechnungsverfahrens bleibt die Bedeutung der mathematischen Analysis! 
für Ausbildung und Praxis des Ingenieurs uneingeschränkt bestehen. Für die 
Lösung vieler Probleme der Ingenieurpraxis aber sind direkt auf den Einzelfall‘ 
anwendbare numerische Methoden eine Notwendigkeit. Ich habe versucht, hi 
eine solche numerische Methode zu skizzieren, die nicht eine grobe Übersetzung‘ 
der Analysis darstellt, sondern die auf eigenen Grundbegriffen der Baustatik‘ 
und der Mechanik beruht und von der angenommen werden darf, daß sie auch 
in anderen Gebieten der Ingenieurwissenschaften gute Dienste wird leisten] 
können. | 


Resume 


En traduisant la construction graphique du polygone funiculaire pour des! 
charges verticales par l’&quation du polygone funiculaire 


Vile a 2 Von te Ym+ı = 4, RW) 


on peut résoudre numériquement avec très grande précision des &quations! 
differentielles de la forme 


en les transformant simplement en un système d’équations ternaires. La méthod | 
est comparée à celle des quotients de différences finies. Différents modes d’a 
plication sont indiqués et illustrés par des exemples. 


(Eingegangen: 23. 9. 49.) 


| 
| 
| 


1) F.Srüssr, Berechnung der Beulspannungen gedrückter Rechteckplatten, Abh. Int. Ver. Brücken! 
bau u. Hochbau 8 (1948). 


7 
| 
| 
?) Cu.Dugas, Contribution à l'étude du voilement des tôles raidis, Diss. ETH., Mitt. Inst. Baw 
À: 
| 
| 
| 


statik, Heft 23 (1948). 
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Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


Die zu einem Koordinatenwert gehérigen Auswahlregeln 
der Röntgeninterferenzen in verschiedenen Raumsystemen 


Von Pau Nice, ETH., Zürich 


Bekanntlich ist durch E.v. FEDOROW und A.SCHÖNFLIES die Lehre von den 
rumgitterstrukturen entwickelt worden, lange bevor das Studium der Beu- 
pgserscheinungen von Röntgenlicht an Kristallen begann. Nach 1911 konnte 
sich nur darum handeln, die geometrischen oder ee Ergeb- 
be für die Kristallstrukturbestimmung nutzbar zu machen. Das geschah vor 
Jahren?) durch eine explizite Darstellung der 230 Raumsysteme, vor allem 
r durch die gleichzeitige erstmalige Ab ne der sogenannten Auslöschungs- 
blze in ihrer Abhängigkeit von en N Punktlage. Es wurden 
ptimmungstabellen für die Raumsysteme entwickelt, d.h. angegeben, was für 
geln des Auftretens bzw. des Nichtauftretens von Röntgeninterferenzen für 
einzelnen Raumsysteme charakteristisch sind (Auslöschungsgesetze). Die wei- 
> Ausarbeitung dieses notwendigen Hilfsmittels erfolgte 10 Jahre später durch 
BRANDENBERGER ?). Obschon diese Gesetze bei der Strukturbestimmung stän- 
| gebraucht werden, fehlt es oft an einer vollen Ausnützung der Beziehungen. 
bst in den Internationalen Tabellen zur Kristallstrukturbestimmung?) ee 
‚Hauptteil nur die Auslöschungsgesetze für Punkte mit Symmetriebedingungen 
gegeben, obschon dem Wesen nach die Auslöschungsgesetze in erster Linie mit 
symmetriebedingten allgemeinen Raumteilung verknüpft sind und nicht nur 
Punkte spezieller Symmetriebedingung besondere Bedeutung erlangen. Für 
_ Bestimmung der Koordinaten x, y, z des Basispunktes eines Gitterkomplexes 
d folgendes Vorgehen oft zweckmäßig sein. Man fragt, ob es zur Bestimmung 
1 x Auslöschungen gibt, die unabhängig von y, z nur vom Koordinatenwert x 
aangig sind, und versucht dasselbe für die Koordinate y unabhängig von x 
1 zsowie für z unabhängig von v, x festzustellen. 

Eine neue kondensierte Darstellung aller Raumsystemseigenschaften in Form 
‘x matrizenähnlichen sogenannten Charakterentafel®) erleichtert die Ableitung 


3erordentlich. Wir begnügen uns mit einem Beispiel, dem Raumsystem De 
der Aufstellung der «Internationalen Tabellen», Die hier nicht naher zu er- 
ternde Charakterentafel lautet: 


8 
Ds, 


(Qt |e te 


11 P. Nice, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Berlin 1918/20). 


) 

2) E. BRANDENBERGER, Z. Krist. 68 (1928). | 4 

‘8) Internationale Tabellen zur Bestimmung der Kristallstrukturen, Bd. I (Berlin 1935). 
) 


‘ 4) Siehe: P. Nicci, Acta cristallographica (1949). 
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Daraus ersieht man, daß mit dem Symmetriezentrum als Nullpunkt folgend 
Scharen Symmetrieelemente sind: 


(100) ı und (100)3 Gleitspiegelebenen mit c/2 als Gleitkomponente 
4 4 


(010), und (010) ı Gleitspiegelebenen mit c/2 als Gleitkomponente 


1 
= 
1 


(001), und (001) ı Gleitspiegelebenen mit a/2 als Gleitkomponente 


- 
[1007,1 [100],3 [100]1 1 [100]1 3 Helikodigyren 
3 4 4 2 4 2 4 
[0107,1 [010793 [010]1 1 [010]1 3 Digyren 
Dies 4 2 4 2 4 
[001]1, [001]3, [(001]1 1 [001]3 1 Digyren. 
4 4 4 2 4 2 


Ferner ergibt sich unmittelbar, daß der Strukturfaktor lautet: 


cos cos cos 
Aes ER ZANK sin ZURY sin 212 


=—— — 


1. Glied 2. Glied SuGlied 


Es sind Sinus- statt Kosinuswerte zu nehmen fiir das 


1. Glied 2. Glied 3. Glied, wenn jeweilen 
— (h + 1) bzw. 
h+l=%, = ig h = 4; 


ungerade sind. Es ist das Minuszeichen statt das Pluszeichen einzusetzen, wenn 
nicht alle drei Horizontalsummen der Zusatzgrößen als 2,, ig, 1, gerade sind, odeı 
mit andern Worten, wenn überhaupt Sinus- statt Kosinusglieder auftreten. (Es 
können sich hier nicht mehr als zwei Sinusglieder einstellen.) Eine in der Litera 
tur!) angegebene Regel für die Wahl des Plus- und Minuszeichens gilt für den ge 
wählten Nullpunkt in einfachen D§, nicht allgemein, sondern ist sinngemäß durch | 
eine der obigen analoge Formulierung zu ersetzen. 

Durch die Symmetriequalitäten wird der Raum in Ebenenscharen parallel 
(100), (010) und (001) und in Geradenscharen parallel [100], [010] und [001] zer 
legt, die geometrische Orter von Punkten mit bestimmten Auswahlregeln sind: 
Hauptebenen und Hauptgeraden mit einfachen Auslöschungsgesetzen sind in 
einfachen orthorhombischen Raumsystemen nur diejenigen, die, mit dem Sym 
metriezentrum als Nullpunkt, durch Punkte gehen, deren Koordinatenwerte 
lediglich die Zahlen 0, 1/2, 1/4, 3/4 enthalten, jedoch gleichgültig, ob sie einem 
Symmetrieelement entsprechen oder nicht. Es genügt die Ebenen (100),, (100),/6 
(010),, (010)1;4, (001),, (001)174 zu betrachten. Die Geraden ergeben sich als Schnitt 
linien dieser Ebenen, wobei 0 als untere Kennziffer auch durch 1/2 und 1/4 durch 
3/4 ersetzt werden kann. 

(100), bedeutet Koordinate x = 0, während y, z beliebige Werte haben kön 
nen; (010)1;4 bedeutet Koordinate y = 1/4, Koordinaten x, z beliebig usw. N 
ergeben sich die einfachen Regeln für die Punkte: 


2% =) 
y = 0, also auf (010),, dann fehlen Interferenzen, wenn ig = / = ungerade; | 
z = 0 


also auf (100),, dann fehlen Interferenzen, wenn i, = (h + 1) = ungerade; 


also auf (001),, dann fehlen Interferenzen, wenn i, = h = ungerade, 


1) Siehe: P. NicGu1, Acta cristallographica (1949). 
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ur # = 1/4 muß + h — 2 h + l ungerade sein, und somit, da 2 h stets 
ade ist, / ungerade. 
Für y = 1/4 muß ig + k — 1 + R ungerade sein. 

tir z= 1/4 muß 1, + / — h  ! ungerade sein, damit Interferenzen notwen- 
rweise fehlen. 
ie Gerade [001](1/4)0 ist Schnittlinie von (100)1/4 und (010),, also gelten: 
is fehlen Interferenzpunkte mit / — ungerade (keine Zusätze zur Ebenen- 
ingung, da beide Zusätze gleich sind). 
[010%41/#-Punkte liegen auf (100), und (001);4, auch hier verlangen beide 
nen die gleiche Bedingung h + / = ungerade für die Auslöschung. Diese Be- 
gung gilt somit nicht nur für die Digyrenpunkte, sondern für viele andere 
Ikte. 
unkte [001],,, also Punkte 00z, liegen auf der Schnittlinie (100), mit (010),. 
fehlen für derartige Punkte somit De wenn (f+ /) und wenn / 
rade sind, es treten somit nur Interferenzen auf, wenn sowohl h wie / gerade 


ie Weiterführung und Verallgemeinerung wird keine Schwierigkeiten berei- 
so sind die Symmetriezentren Schnittpunkte von (100), mit (010), und 
Jo, d.h. es fehlen Interferenzen, wenn (h + /) oder ! oder h ungerade sind, 
es treten nur Interferenzen auf, wenn sowohl h gerade wie / gerade ist. 

fan kann für die Hauptpunkte die Ergebnisse in folgender kleinen Tabelle 
immenfassen : 


oT 


. 


: 8 
(A kl) in Dy, 


0 1/4 0 1/ 0 1/4 
oder oder oder oder oder oder 


3/4 1/2 3/4 1/2 3/4 
suslöschungen, 
wenn folgende 
Größen ungerade | (h +) l l (R +1) h (h + 1) 


Auch aus ihr läßt sich unmittelbar für irgendeinen Hauptpunkt, ob durch Sym- 
rie ausgezeichnet oder nicht, das zugehörige Auslöschungsgesetz zusammen- 
en: z.B. ergibt sich für 0, 1/4, 1/2 Auslöschung, wenn (h + a oder (k + 1) oder 
ıgerade sind, d.h. es treten nur Interferenzen auf, wenn (h + J), (k + J) und h 
ade sind, was notwendig verlangt: sowohl h wie k wie / Es erzeigt 
iit dieser Punkt ohne Symmetriebedingung eine sehr ausgesprochene Selek- 
. Allgemein treten für De diese Bedingungen (4 + 1), (k + 1), h oder 7, die 
s Auslöschungen ergeben, sofern nicht alle Indizes gerade sind, bei folgenden 
mbinationen auf: 


i y z 
0 oder 1/2 1/4 oder 3/4 Omodermal 2 
1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 0) oder /2 
1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 


Alle diese Gesetze beziehen sich im übrigen auf beliebiges (4 kl); fiir (OR), 
1), (hk 0) können sich leicht ableitbar zusätzliche Auswahlregeln ergeben. 
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Sofort lassen sich auch die allgemeinen Auswahlregeln für beliebiges x oder" 
oder z und für (h k l) angeben. 
Es fehlen Interferenzen (k kl), d.h. A = 0, wenn 


für x gilt: — 4hx + i„ = ganzzahlig ungerade, 
für y: — 4ky+ ig = ganzzahlig ungerade, 
fur? — 412 +i,= ganzzahlig ungerade. 


Daß die oben genannten Fälle daraus resultieren, wenn für x oder y oder z= 
oder 1/4 eingesetzt wird, ist evident. 
Dem Kenner der Raumgittergeometrie wird es leicht fallen, zunächst wenige 
stens für jedes einfache orthorhombisch-holoedrische Raumsystem vollständig 
Tabellen der Auslöschungsgesetze für die Hauptpunkte zu konstruieren. 
Auch die Erweiterung auf Nebenpunkte (Koordinaten von 0, 1/4, 1/2, 3/ 
verschieden) bietet, wie oben für (h kl) dargetan, keine Schwierigkeiten. Natü 
lich ist zu beachten, daß für Leitzonen einzelne der Regeln allgemein gelten, zu: 
Raumsystem gehören und daher bei allen x-, y- wie z-Werten auftreten. Dies 
Regeln können natürlich nicht zur speziellen Koordinatenbestimmung diener 
Andere ergeben, wie bereits erwähnt, schon für (hk /) Vieldeutigkeiten, die je} 
weilen in Betracht zu ziehen sind. | 
| 

| 

i 

| 


(Eingegangen: 10. 10. 49.) 
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Berichte über die Internationale Tagung fiir Kernphysik 
und Quantenelektrodynamik 


1. Tagung in Basel vom 5. bis 9. September 1949 


Die zur Diskussion stehenden Gebiete umfaßten 


1. Experimentelle Methoden der Kernphysik. — Es wurde vorgetragen über: Ionisations) 
kammer, Zählrohre, Szintillationszähler, Ionenquellen, Apparate zur Erzeugung vom} 


großen Teilchenenergien, Pile. 


IS 


Fragen über die Theorie des Kernbaus. 
3. Neueste Entwicklung der Quantenelektrodynamik. 


Die Vorträge werden in einem besonderen Bericht als Supplement der Helvetica physi@ | 
acta erscheinen. Über die Hauptvorträge können folgende Angaben gemacht werden. 


1. Experimentelle Methoden 


E. SEGRE (Berkeley) berichtete über die Verwendung der Elektronensammlung in de 
Ionisationskammer und machte Angaben über das Verhaiten von Elektronen in Gas 
mischungen (z.B. Edelgase und CO,). Ionisationskammern für spezielle Zwecke wurden ef 
wähnt. \ 

O. BUNEMAN (Harwell) besprach die Abschirmwirkung von Gittern, bei ebenen Ioni| 
sationskammeranordnungen für Elektronensammlung. 


B. PONTECORVO (Harwell) diskutierte die Verwendung des Proportionalzählrohrs 
Energiemessungen bis zu 100 eV. Eigenschaften wie Gasmultiplikation, Änderung 
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Fbeit pro Ionenpaar mit der Energie der Elektronen und der Energieauflösungsvermögen 
rden diskutiert. 


| 

| Im Referat von H. DEN HARTOG (Amsterdam) wurden folgende Punkte behandelt: 
fanderung der primar ausgelôsten Elektronen zum Draht (time lag), Auflösungsvermögen 
r Koinzidenzen, Ausbreitungsmechanismus der Entladung, Zählverluste bei hohen Stoß- 
‚hlen. 

| 


O. R. FriscH (Cambridge) behandelte in seinem Vortrage die Szintillationszähler. Als 
rteile dieser Nachweismethode gegenüber dem Zahlrohr wurden erwähnt: GroBe Emp- 
adlichkeit fiir y-Strahlen, kurze Dauer der Einzelimpulse und daher hohe Stoßzahlen, 
ates Auflösungsvermögen für Koinzidenzen. Lichtleitung zum Multiplier ermöglicht Zähl- 
drgänge in starken Magnetfeldern und bei beschränkten Platzverhältnissen; praktisch 
hbeschränkte Lebensdauer der Meßanordnung. Nachteile: Hoher Untergrund, Verwen- 
ang von gut stabilisierten Spannungen, breite Impulsverteilung für monochromatische 
trahlung. 


\ Die vier ersten Hauptvorträge befaßten sich mit Nachweisapparaten für Korpuskeln 
ad y-Quanten. Es war aus ihnen ersichtlich, daß heute die experimentellen Nachweis- 
‚ethoden und ihr theoretisches Verständnis so weit entwickelt sind, daß für jedes Problem 
e geeignetsten Hilfsmittel ausgewählt werden können. 


A. G. WARD (Harwell) sprach über die Hochfrequenzionenquelle. Nähere Angaben über 
‚asreinheit, Erzeugung eines hohen Prozentsatzes von Atomionen, Gasdruck und Lebens- 
Auer wurden gemacht. Für die Güte der Ionenquelle ist das Herausziehen der positiven 


pnen aus der Entladung ein entscheidender Punkt. 
| 
| E. M. McMiırran (Berkeley) behandelte die Apparate zur Erzeugung großer Teilchen- 


hergien, und L. J. HAworTH (Brookhaven National Laboratory) referierte speziell über 
as in Brookhaven im Bau befindliche Proton-Synchrotron (Kosmotron). MCMILLAN 
thlug folgende Bezeichnung der verschiedenen Maschinen vor: 

Synchrotron: Beschleunigung von Elektronen durch Veränderung des magnetischen 
eldes (Bahnradius konstant). 

Synchrozyklotron: Beschleunigung von Ionen durch Veränderung der Frequenz « der 
dochfrequenzspannung (Bahnradius veränderlich, Magnetfeld H konstant). 
_ Betatron: Beschleunigung von Ionen durch Veränderung von w und H (Bahnradius 
nstant). 

Aus den beiden aufschlußreichen Referaten ging deutlich hervor, daß trotz der großen 

Costen und der technischen Schwierigkeiten, die beim Bau solcher Apparate eintreten, 
are Vollendung in nicht zu ferner Zukunft zu erwarten ist. Damit kann ein neuer Abschnitt 
ı-der kernphysikalischen Forschung, die eigentliche Nukleonenphysik, beginnen, indem 
5 möglich wird, mit Energien zu operieren, die heute noch allein in den kosmischen Strahlen 
ır Verfügung stehen. 
E. BRETSCHER (Harwell) berichtete über die Grundlagen der homogenen und der in- 
‚omogenen Pile und die Verwendung der Pile als Meßinstrument und als Neutronenquelle. 
u. Kowarskı (Paris) machte in seiner Mitteilung einige Angaben über die Pile von Cha- 
illon. 


2. Kerntheorie 


L. ROSENFELD (Manchester) sprach über die Theorie der leichten Kerne. Sein Über- 
‚lick streifte die vorliegenden theoretischen Versuche zum Kernbau, wobei klar wurde, 
:aB heute noch keine ausreichende Theorie der Kernkräfte existiert. 

_E. SEGRÈ (Berkeley) diskutierte die (n, p)-Streuung bei 45, 90 und 260 MeV und die 
p, p)-Streuung bei 32 und 300 MeV. Phänomenologische Kräftepotentiale können die 
streuexperimente nicht befriedigend erklären. Die Versuche über die künstliche Erzeugung 
‘on x-Mesonen, über die E. M. McMırLLAn (Berkeley) noch berichtete, zeigen, daß die Vor- 
tellungen, die der Mesontheorie zugrunde liegen, der Wirklichkeit nicht widersprechen. 
n der Diskussion betonte W. HEISENBERG (Göttingen) mit besonderem Nachdruck, daß 
ele Kerneigenschaften, wie vor allem das Auftreten einer Schalenstruktur (magic numbers), 
yesser mit dem sogenannten Quasi-atomic-model erklärt werden können. 
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3. Quantenelektrodynamik 


Der Vortrag von I. I. RAB1 (Columbia University) befaßte sich mit der Messung des” 
anomalen magnetischen Momentes des Elektrons. Die Messungen sind heute bereits so 
präzis, daß die räumliche Ausdehnung der Ladung im Deuteron zu ihrer Deutung heran= 
gezogen werden muß. 

J. SCHWINGER (Harvard University) referierte in einem sehr interessanten Vortrage 
über die neueste Entwicklung der Quantenelektrodynamik. Seine Ausführungen befaßten 
sich damit, daß alle Singularitäten der Quantenelektrodynamik sich entweder allgemein 
als Selbstenergie oder als Selbstladung darstellen lassen oder mit Hilfe des Postulates der 
Eichinvarianz eliminiert werden können. In der Diskussion betonte W. PauLı (Zürich), 
daß in den Regeln, nach welchen mit divergierenden oder unbestimmten Ausdrücken ge- 
rechnet wird, ein physikalischer Gehalt verborgen sein müsse, der über die bestehende 
Theorie hinausweist. P. Huber und M. Fierz 


2. Tagung in Como vom 11. bis 16. September 1949 
Höhenstrahlung 


War der erste Teil des Internationalen Kongresses für Kernphysik, Quantenelektro- 
dynamik und Höhenstrahlung — zumindest was die Experimentalphysik anbetrifft — vor- 
nehmlich meßtechnischen und apparativen Fragen gewidmet, so bot der zweite, der 
Höhenstrahlung gewidmete Teil Einblick in die grundlegendsten Probleme, die heute den 
Physiker beschäftigen. 

Im Brennpunkt seines Interesses steht die Frage nach der Natur der Elementarteilchen 
und ihrer Wechselwirkung, deren Beantwortung die Lösung des Rätsels der Kernkräfte 
bedeuten würde. Experimentell kann man zur Lösung dieser Frage beitragen, indem man 
die Teilchen, z.B. in Stoßprozessen, bei möglichst hohen Energien in Wechselwirkung 
bringt. 

Wir wissen heute, daß beim Zusammenstoß schwerer, relativ stabiler Teilchen 
(Nukleonen) leichte, unstabile (Mesonen) entstehen können, wenn die Energie der Relativ- 
bewegung genügend groß ist. Die laboratoriumsmäßige Beschleunigung auf solche Energien 
steckt noch in ihren Anfängen, während uns in der Höhenstrahlung genügend energetische 
Teilchen ständig zur Verfügung stehen. Deshalb ergänzt die Höhenstrahlungsforschung die 
Kernphysik von der Seite der hohen und höchsten Energien her, die für die anfangs 
erwähnte Frage besonders wichtig sind. 

Durch welchen Beschleunigungsmechanismus erreichen die Primärteilchen der kosmi- 
schen Strahlung die ungeheuren Energien, mit denen sie in die Erdatmosphäre einfallen ? — 
E. FERMI (Chicago) vermutet, daß die Primärstrahlung aus dem Milchstraßenraum kommt 
und durch interstellare wandelnde Magnetfelder beschleunigt wird, während sie nach dem 
Referat von H. ALFEN (Stockholm) aus der Sonne stammen soll und durch geeignete Ma- 
gnetfelder herumgeführt wird, die sie auch am Verlassen des Sonnensystems verhindern. 
E. BAGGE (Hamburg) trug über seine mit L. BIERMANN ausgearbeitete Theorie vor, die 
einerseits für die Sonne einen detaillierten Beschleunigungsmechanismus vorschlägt, bei 
dem die Sonnenflecken zusammenwirken, andererseits aber annimmt, daß auch andere 
Fixsterne Quellen der Primärstrahlung sind. } 

Die Höhenstrahlung hat eine vor allem in Abhängigkeit von der Höhe über dem Meeres- 
spiegel wechselnde, sehr komplexe Zusammensetzung. J. CLAy (Amsterdam) referierte — 
über letztere. Aus der Analyse der Zusammensetzung kann man Schlüsse über das Schick- 
sal (Erzeugung, Zerfall) der beteiligten Teilchen ziehen. 

Einen besonderen Auftrieb hat die Erforschung der Höhenstrahlung durch die Technik 
der photographischen Emulsionen erhalten. Diese gipfelte vor etwa einem Jahre in der 
Herstellung von Spezialemulsionen, die durch alle geladenen Teilchen, unabhängig von 
deren Energie und Masse, entwickelt werden. Setzt man solche Emulsionen der Höhen- 
strahlung aus, so beobachtet man die durch Kernexplosionen hervorgerufenen «Sterne». 
In den neuesten Platten sind nun in den meisten Sternen neben den dicken, von Kern- 
trümmern hervorgerufenen Spuren auch dünne Spuren zu beobachten, die man Teilchen 
relativistischer Energie zuordnen muß. Die letzten Untersuchungen befassen sich mit der 
Identifizierung, Anzahl je Stern, Winkelverteilung usw. dieser Spuren, so die Referate von 


| 
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EF. PowE Lt (Bristol), L. LEPRINCE-RINGUET (Paris) und M.Cosyns (Briissel). Das Ar- 

iten mit solchen Platten stellt aber eine groBe Reihe von Problemen, deren Lösung allein 

® Vertrauenswürdigkeit der Ergebnisse gewährleisten kann (Referat von G.P-S. 

SCHIALINI, Brüssel, und Kurzreferate seiner Schüler). 

| Die soeben erwähnten, in Platten beobachteten Ereignisse sind engstens verknüpft 

it den wohlbekannten großen Schauern, die bisher meistens mit Zählrohren untersucht 
urden. L. JANossy (Dublin) referierte umfassend über die in Luftschauern auftretenden 

irchdringenden Teilchen, P. M. S. Brackett (Manchester) über Untersuchungen durch- 

ingender Schauer mit der Wilsonkammer. 

| Es läßt sich zeigen, daß zumindest ein Großteil der in den Kernexplosionen beobachteten 

\ilchen Mesonen sind. Dies führt zur Frage, ob bei einem Stoß zwischen Nukleonen jeweils 

r ein oder auch mehrere Mesonen zugleich entstehen können. W. HEITLER (Zürich) und 
| JAnossy vertreten den ersteren Standpunkt, während W. HEISENBERG (Göttingen) 

2 Mehrfacherzeugung vorzieht. Die Entscheidung dieses wichtigen Diskussionspunktes 
it der Zukunft vorbehalten. 

Die Höhenstrahlenforschung hat in den letzten Jahren die Anzahl der bekannten Ele- 

entarteilchen wiederholt erhöht; die Existenz zweier verschiedener Mesonarten wurde 
‚hergestellt. Andere Mesonen, wie z. B. das sogenannte t-Meson, welches rund 1000 
»ktronenmassen besitzt, erschienen bisher den Experimentatoren in oft veränderter 
stalt, so daß an ihrer Existenz zu zweifeln war. Neuere Versuche von R. B. BRoDE 
erkeley) und Mitarbeitern zeigen Hinweise auf die Existenz eines schweren Mesons; 
gegen lieferten die Messungen von C. FRANZINETTI (Bristol) und S. ROSENBLUM (Paris) 
fdem Jungfraujoch keine Anhaltspunkte für das Vorkommen dieser oder noch schwererer 
“lchen, wie sie z.B. von russischer Seite vorgeschlagen wurden. Der Sachverhalt bleibt 
Srmit vorderhand unverändert. V. L.Telegdi 
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The Physical Principles of Gas Liquefaction and Low Temperature Rectifica- 
3a. By M.Daviıes (Longmans, Green & Co, London, 1949). 205 pp., 88 Figs.; 25s. 


Die Erzeugung tiefer Temperaturen und ihre Anwendung gewinnen in neuerer Zeit so- 
bhl in den wissenschaftlichen Laboratorien wie auch in der Praxis fortwährend an Be- 
utung. Die vorliegende Neuerscheinung ist daher sehr zu begrüßen. Der Verfasser er- 
atert in eingehender und leicht verständlicher Weise die thermodynamischen Grundlagen 
r Gasverflüssigung. Die praktisch bedeutsamen Verfahren zur Verflüssigung und Rekti- 
xation von Gasen, hauptsächlich der Luft, und die dazu notwendigen Apparaturen 
erden beschrieben und miteinander verglichen. Zahlreiche Tabellen, Diagramme und 
merische Berechnungen konkreter Beispiele machen das Buch vor allem für den Prakti- 
-r zu einem sehr brauchbaren und willkommenen Nachschlagewerk. Der Text ist leicht 
bbar und durch viele historische Angaben bereichert. Auch dem Nichtfachmann wird das 
ıch viele wertvolle Kenntnisse vermitteln. G. Busch 


The practical Application of Acoustic Principles. By D. J.W.Currum (E. & F. 
- Spon Ltd., London, 1949), 200 pp.; 16s. 


Das vorliegende Buch verfolgt den Zweck, dem Baufachmann die Grundlagen schall- 
chnisch richtiger Baukonstruktionen zu vermitteln, wobei der Autor versucht, das nicht 
nmer leicht übersichtliche Gebiet der Raum- und Bauakustik in zusammenhängender, lo- 
scher Form zur Darstellung zu bringen. Da das menschliche Ohr bei jeder bauakustischen 
berlegung nicht außer acht gelassen werden darf, müssen naturgemäß auch hörphysio- 
gische Betrachtungen angestellt werden, und das Buch beginnt mit einem Kapitel über 
zutstärken; dabei wird der außerordentlich komplizierte Zusammenhang zwischen dem 
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physikalischen Reiz und der physiologischen Empfindung sehr hübsch geschildert, und es 
wird auch auf die eminente, praktische Wichtigkeit der Verdeckungseffekte aufmerksam 
gemacht. Zur Raumakustik übergehend, werden die Begriffe Nachhall und Echo diskutiert, 
wobei man aber die so nützliche und so notwendige scharfe Trennung in geometrische, 
statistische und wellentheoretische Behandlung der raumakustischen Probleme vermißt. Als 
Einleitung für die Behandlung der Schallisolation (Bauakustik) wird gezeigt, daß sich 
schalldämmende Konstruktionen grundsätzlich als Tiefpaßfilter darstellen lassen, was sehr 
anschaulich und klar ist. Leider werden aber die elastischen Eigenschaften der besonders 
für Kôrperschalldämmungen verwendeten Materialien nur sehr summarisch und für die 
praktische Anwendung in wenig geeigneter Form behandelt. Sehr gut zur Darstellung 
kommt der Unterschied zwischen Absorptionsmaßnahmen und Dämmungsmaßnahmen bei 
der Lärmbekämpfung. 

Anschließend werden in weitern Kapiteln die schalltechnischen Eigenschaften der 
wichtigsten Bauelemente beschrieben. Bei den Wänden wird auf den einfachen Zusammen 
hang zwischen Schalldämmung und Wandgewicht hingewiesen, auf den zuerst deutsche 
Forscher aufmerksam wurden und der erst verhältnismäßig spät in der angelsächsischen 
Literatur berücksichtigt wurde. Man vermißt die Unterscheidung zwischen effektiver und 
spezifischer Schalldämmung; die sehr zahlreichen Tabellen ersetzen die etwas lückenhafte 
Darstellung der grundsätzlichen Faktoren nicht. Bei den Böden werden Bauweisen ange 
führt, die bei uns weniger gebräuchlich oder sogar unbekannt sind. Es werden wohl viele 
konstruktive Details erwähnt, der Praktiker wird aber Mühe haben, die große Linie, die 
im Grunde genommen für alle diese Konstruktionen maßgebend ist, zu erkennen. Auch 
hier wären klarere Angaben über die elastischen Eigenschaften von Isoliermatten usw., die 
schließlich über die Güte der Trittschalldämmung eines schwimmenden Bodens entschei- 
den, wertvoll. Für schalldämmende Türen werden eine ganze Anzahl interessanter kon 
struktiver Einzelheiten angegeben, die klar erkennen lassen, daß es sich dabei um ein aus- 
gesprochenes Spezialgebiet handelt, für das es viel Erfahrung und Wissen braucht; das 
selbe gilt für die schalldämmenden Fenster. Sehr gut ist die Behandlung der Ventilations- 
systeme ; hier findet man alle wesentlichen grundsätzlichen Überlegungen und Angaben, die } 
der Konstrukteur für die schalltechnische Beurteilung braucht. 

In einem besondern Kapitel werden die Kinos behandelt. Dabei ist auffallend, daß der 
Schwerpunkt der Behandlung auf der Nachhallzeit liegt und z. B. über die mindestens 
ebenso wichtige Raumform nur ganz allgemein und wenig spezifische Ausführungen zu | 
finden sind. Der Einfluß der Raumform auf die Raumakustik wird in einem weitern ~ 
Kapitel etwas näher behandelt, das der Akustik kleiner Räume gewidmet ist. Hier werden 
die modernen polyzylindrischen Wandbehandlungen erwähnt. 

Es folgt ein Kapitel über den akustischen Absorptionskoeffizienten, wobei sehr klar und 
richtig erklärt und begründet wird, daß dieser praktisch so bequeme Begriff im Sinne de 
Sabineschen Definition gar nicht existiert. Der Autor verzichtet daher richtigerweise auf 
die Beilage langer Tabellen von Absorptionskoeffizienten, wie man sie häufig in älteren 
Akustikbüchern findet. Er zeigt dagegen eine Serie sehr gut ausgewählter typischer Fre- 
quenzkurven verschiedener Schallschluckanordnungen und zieht den richtigen Schluß, daß 
für die Erzielung guter Resultate eine große Dosis von Erfahrung notwendig ist und 
daß solchen Meßresultaten mehr qualitativer als quantitativer Charakter zukommt. 
Die Behauptung, daß dies nur für die absolute Größe des Absorptionskoeffizienten 
gelte und in viel geringerem Maße für den relativen Frequenzgang, scheint immerhin 
etwas gewagt! 

Das Buch stellt zweifellos einen wertvollen und nützlichen Beitrag zum akustischen 
Schrifttum dar. Wenn schon an einigen Orten ein klareres Herausschälen der grundlegen- 
den akustisch-physikalischen Prinzipien wünschbar gewesen wäre, so bringt es doch eine 
Fülle von Material und Gedanken, die sehr anregend sind. W. Furver 


Differential Equations. By H.W. Reppick (John Wiley & Sons, New York, 1949); 
288 pp., 22 Figs.; $ 3.00. 


Dieses in erster Linie fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften geschriebene Lehr- 
buch befaBt sich im wesentlichen mit den elementaren Integrationsmethoden der gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung. Diese Methoden werden in 
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ine und natiirlicher Weise auseinandergesetzt und ihre praktische Handhabung durch 
chickt ausgewahlte Beispiele aus Physik, Chemie und Technik eingeübt. Ergänzt durch 
alreiche Ubungsaufgaben entsteht so ein vollständiger Überblick über die Differential- 
ichungen, die elementar gelést werden kônnen. Das Buch verlangt vom Leser nur die 
andlegenden Kenntnisse aus der Differential- und Integralrechnung. 

Entsprechend seinem elementaren Charakter verzichtet das Buch auf die Herleitung 
Existenztheoremen und auf die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
enwertprobleme werden nicht behandelt. Von den durch Differentialgleichungen defi- 
rten transzendenten Funktionen sind nur die Bessel-Funktionen kurz eingefiihrt. Der Ver- 
ser benutzt fiir die Integration der linearen Differentialgleichungen die Methode der 
fferentialoperatoren, ohne aber auf die besonderen praktischen Vorteile der Operatoren- 
hnung (Einarbeitung der Anfangsbedingungen, Lösung von Ausgleichsproblemen usw.) 
azugehen. 

| Inhalt: 1. Grundlagen; 2. Die Differentialgleichung einer Schar von Funktionen; 
| Differentialgleichungen erster Ordnung; 4. Lineare Differentialgleichungen mit kon- 
meee Koeffizienten; 5. Einige spezielle Gleichungen höherer Ordnung; 6. Systeme von 
fferentialgleichungen ; 7. Die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung; 
Lösungen durch Reihenansätze. B. Stivefel 


Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichteniibertragung. Von K. Kürr- 
LLER (Verlag S. Hirzel, Zürich 1949). 386 S., 474 Abb.; sFr. 32.—. 


„Die neuere Entwicklung der Nachrichtentechnik ist durch die ausgesprochene Ver- 
ndung von Impulsen gekennzeichnet. Es ist dabei vor allem an das Fernsehen, die 
adartechnik und die verschiedenen Verfahren der Impulsmodulation zu denken. Bei der 
“frequenten Übertragung stand die Betrachtung der Vierpoleigenschaften in bezug auf 
ämpfung an erster Stelle. Es sind namentlich die Filter-Reaktanzvierpole sehr eingehend 
lnandelt worden. Neben den Untersuchungen der stationären Eigenschaften sind die 
agen nach den Einschwingvorgängen verhältnismäßig wenig bearbeitet worden. Nur 
i sehr langen Übertragungswegen haben die genannten Eigenschaften auch in der 
ephontechnik große Bedeutung. Die korrekte Übertragung von Impulsen verlangt hin- 
en die vollständige Kenntnis des Übertragungsvierpols, d.h. sein komplexes Über- 
gungsmaß und damit den Einschwingvorgang. 

Das vorliegende Werk versucht nunmehr diese Zusammenhänge zwischen Amplituden- 
auf, Phasenverlauf und Einschwingvorgänge aufzuzeigen. Das soll schon im Titel 
ystemtheorie» zum Ausdruck kommen. Es werden vorerst drei Grundfunktionen, die 
rung-, Stoß- und Schrittfunktion genauer angesehen, welche den weitern Betrachtungen 
‚grunde liegen. Der Einfluß des Phasenmaßes und des Amplitudenverlaufes wird an Hand 
+m typischen Beispielen rechnerisch verfolgt. Auf Grund solcher Einzelergebnisse, welche 
einer Tabelle über verschiedene Einflüsse Aufschluß geben, kann man in übersichtlicher 
‘eise ein Bild über die allgemeinen Zusammenhänge gewinnen. Die Behandlung erfolgt 
sschließlich durch die Verwendung der Fourierschen Integraltransformation, wobei die 
tegration praktisch ausschließlich im Reellen durchgeführt wird. Die Art der Behandlung 
t den Vorteil, daß mit geringem mathematischem Aufwand und auch geringen mathe- 
tischen Vorkenntnissen die für die Nachrichtentechnik wesentlichen Eigenschaften 
4aBt werden können. Auf der andern Seite wäre es außerordentlich wünschenswert, die 
gemeinen Theorien über die genannten Zusammenhänge näher beleuchtet zu sehen, 
Ih. den Anschluß mit den bekannten Theorien von BoDe herzustellen, welche als Aus- 
ngspunkt lediglich die Eigenschaft der Übertragungsfunktionen als analytische und 
ssitive Funktionen besitzen. Die letztere Methode ist wesentlich schwerer verständlich 
ad erfordert ein größeres mathematisches Rüstzeug. Sie ist besonders nützlich nur bei 
&rwendung von Netzwerken minimaler Phase. 

| Neben den linearen Verzerrungen, wie Dämpfungs- und Phasenverzerrung, werden in 
higen Kapiteln die nichtlinearen Verzerrungen behandelt. In einem weitern Abschnitt 
ad die modulierten Systeme untersucht, wie die Amplituden- und Frequenzmodulation. 
ısbesondere ist dabei die Behandlung der Phasen- und Dämpfungsverzerrungen berück- 
bhtigt, ferner der Mehrfachempfang. Die Impulsmodulation wird verhältnismäßig kurz 


80 Buchbesprechungen ~ Book Reviews — Notices bibliographiques ZAMP 


gestreift. In einem besonderen Abschnitt werden die Störungen systematisch behandel 
Nach einer Klassifizierung verschiedener Störungsarten wird der Einfluß bei der Amplit 
den-Frequenz und Phasenmodulation untersucht. Am Schluß des Buches findet sich ein 
Abschnitt über die Stabilität von Stromkreisen und Reglern. Die Ausführungen darüber 
sind in Anbetracht der Bedeutung des Problemes sehr kurz gehalten. Es finden sich darin 
aber die wesentlichen Gedankengänge. 

Das vorliegende Werk, welches sich vor allem durch seine übersichtliche und souveräne 
Behandlung der Zusammenhänge zwischen Einschwingvorgängen und den stationären 
Übertragungsgrößen, wie Amplitudenverlauf und Phasenverlauf auszeichnet, ist somit 
jedem bestens zu empfehlen, der sich mit den heute so wichtigen Zusammenhängen der 
Nachrichtentechnik beschäftigt und ohne große mathematische Vorkenntnisse in das er- 
wähnte Gebiet eindringen will. Auf diesem Gebiet, welches erst in den letzten Jahren 
ein besonders großes Interesse findet, bildet das vorliegende Werk wohl die erste zusammens 
fassende Veröffentlichung in deutscher Sprache. Wertvoll sind ebenfalls die am Schluß 
des Buches angegebenen Literaturstellen, welche vor allem die deutsche Literatur berück 
sichtigen. H. Thiemann 


Ballistische Störungstheorie unter besonderer Berücksichtigung der Witterungs- 
einflüsse. Von R. SÄnGER (Verlag Birkhäuser, Basel 1949). 226 Seiten, 49 Abb. ; sFr. 14.50. 


In fremden Staaten, so besonders in Frankreich und in Rußland, gehört die intensive 
Beschäftigung mit den mathematischen Grundlagen des Schießens seit jeher zu den besten 
Überlieferungen der Artillerieoffiziere. Im Gegensatz dazu bringen es unsere Verhältnisse 
mit sich, daß sich die Ausbildung der Offiziere meist auf das unerläßliche Mindestmaß von 
praktischen Kenntnissen beschränken muß und daß die hohe Mathematik im Unterricht 
nicht Platz findet. Dieser Zustand ist bedauerlich, denn der Beweis ist längst geleistet, daß 
solide theoretische Kenntnisse schließlich auch in der Praxis zu beträchtlichen Leistungs 
steigerungen führen. 

Offiziere, die versuchen, durch Selbststudium ihre theoretischen ballistischen Kennt- 
nisse zu erhöhen, haben es bei der Auswahl geeigneter Literatur nicht leicht. Für die 
jenigen, welche von der Hochschule her über ein gutes mathematisches Rüstzeug verfügen, 
bildet das Buch des Chefs des Artillerie-Wetterdienstes, Oberstlt. R. SANGER, Professor an 
der ETH., ein vorzügliches Mittel der Weiterbildung. 

Die für den Laien möglicherweise etwas kompliziert erscheinenden Ableitungen bilden 
ein gutes Beispiel für die Anwendung mathematischer Theorien auf einem wichtigen Ge 
biet der Praxis. 

Seit jeher verlangt die Artillerie ein Verfahren, welches erlaubt, Wirkungsschießen 
ohne Einschießen oder mit äußerster Abkürzung des Einschießens durchzuführen, doch 
scheiterte früher dieses Bestreben an den Mängeln der Vermessung und der Verfahren für 
die Ermittlung der meteorologischen Zustände. Heute stehen dank der Verbesserungen 
auf dem Gebiete der Optik und der Hochfrequenz diese unentbehrlichen Grundlagen meist 
zur Verfügung. Der Verfasser hat sich nun die Aufgabe gestellt, die Auswirkungen der 
momentanen meteorologischen Zustände auf die Normalverhältnisse, für welche die Flug- 
bahnkarten berechnet sind, exakt zu analysieren und hat diese Aufgabe mit Erfolg gelöst. 
SÄNGER hat hier Pionierarbeit geleistet und sich mit seinen theoretischen Untersuchungen 
große Verdienste erworben. 

Das Buch, welches neben der mathematischen Theorie auch die praktische Auswertung 
der Resultate anschaulich zur Darstellung bringt, sei bestens empfohlen. 


R. von Watienwyl 
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3.322 Kupferoxydul Cu,O 


Aus den Arbeiten von v. AUWERS [16], DÜNWALD und WAGNER [47% 
GUDDEN [61], GUNDERMANN, HAUFFE und WAGNER [64], LE BLANC und 
SACHSE [90] und WAIBEL [128] geht mit Sicherheit hervor, daß die Leitfahig 
keit des Kupferoxyduls mit steigendem SauerstoffüberschuB, d.h. Kupfer 
mangel, zunimmt. ENGELHARD [49] untersuchte Leitfahigkeit und Hall-Effek 
unterhalb Zimmertemperatur an Kupferproben, welche durch Oxydation in 
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Fig. 14 und Fig. 15 
Hall-Konstante und spezifischer Widerstand des Cu,O bei tiefen Temperaturen. 
(Nach ENGELHARD.) 


Cu,O übergeführt wurden. Durch Tempern in Sauerstoff bzw. im Vakuum zwk 
schen 500 und 1000°C wurde die O-Konzentration variiert. Die Figuren 14 und 
15 zeigen das Wesentliche seiner Messungen. Die Leitfähigkeit läßt sich in dei 


üblichen Form © 
Be e FEIZRT) 


darstellen. Das Vorzeichen der Hall-Konstanten ist positiv und bestätigt, daß 
Cu,O ein Mangel- oder Löcherleiter ist. Für die Aktivierungsenergien ergeben 
sich Werte zwischen 0,232 und 0,390 eV. Im allgemeinen liefert Oxydation 
höhere, Reduktion tiefere Werte. Besonders stark hängt die Mengenkonstante A} 
von der Vorbehandlung ab. Die Donatorenkonzentration, die für eine Probe zu. 
na = 1,4: 101% cm”? berechnet wurde, erhöhte sich durch Tempern in Sauer 
stoff auf 3,4 - 101% und sank durch Tempern in Vakuum auf 5,4 - 1017. Dieses! 
Verhalten ist mit den theoretischen Vorstellungen durchaus im Einklang. 


| 
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| Aus der Leitfähigkeit o und den Hall-Konstanten R ergibt sich die Tempe- 
turabhängigkeit der Beweglichkeit, die in Fig. 16 dargestellt ist. Nach 
gÖHLICH und Morr [58] läßt sich die experimentelle Kurve mit der theoreti- 
nen Formel (26) gut in Ubereinstimmung bringen mit einer charakteristischen 
mperatur © = 280° und einer effektiven Elektronenmasse m* — 0,25 my. 

| DUNWALD und WAGNER sowie JUSÉ und KURT- 
HATOW [83] untersuchten das Temperaturgebiet 
rischen 100 und 1000°C. Nach JUSÉ und Kurt- gy 
ATOW wird die Leitfähigkeit durch eine zwei- 
edrige Formel 700 
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t wiedergegeben. Die Konstanten A, und AE, zei- 
in keinerlei Abhängigkeit von der O- Fmiceatta Kori 
dergeben sich zu A, =44 Q-1cm-1;AE,=0,72eV. * 
agegen variiert AE, zwischen 0,129 und 0,134 eV, 
id A, steigt mit zunehmender O-Konzentration 
m4-10-%auf 0,4 Q-1cm 1 Die Autoren schließen Me 
raus, daß bei tiefen Temperaturen Mangelleitung, 
1 hohen dagegen Eigenleitung wirksam ist. Dem- 
tsprechend wäre zu erwarten, daß mit steigender 
mperatur infolge der gegenüber der Löcherkon- 
itration rascher wachsenden Elektronenzahl die 
U-Konstante stets kleinere positive Werte an- Fig. 16 

amt und schließlich ihr Vorzeichen wechselt. Tat- Temperaturabhängigkeit der 
BL ist. dieses Verhalten von ScHortky ‚und‘, Töcherbeweglichkeit un Cu,0, 
AIBEL [113] gefunden, in einer späteren Arbeit Da 
114] aber widerrufen worden. 

Neuere Messungen stammen von ANGELLO [14] und FELDMANN [52]. 
NGELLOs Messungen umfassen wieder einen kleinen Temperaturbereich zwi- 
hen — 40 und 100°C und lassen deshalb natürlich keine weitern Schlüsse zu. 
g. 17 ist der Arbeit von FELDMANN entnommen. Oberhalb 400°C zeigt sich 
a Verhalten ähnlich dem von JUSÉ und KURTSCHATOW gefundenen. Die 
eilheit des geradlinigen Astes ergibt sich für alle Proben, unabhängig von der 
orbehandlung, zu AE = 0,78 eV, was mit früheren Messungen befriedigend 
ereinstimmt. Dieser Wert ist nach FELDMANN jedoch nicht identisch mit der 
ktivierungsenergie AE, für einen Mangelleiter, sondern muß anders inter- 
etiert werden. Als Donatoren wirken im Cu,O unbesetzte Plätze im Cu-Teil- 
tter. Nach DÜNWALD und WAGNER erfolgt die Diffusion der Cu-Ionen so 
sch, daß, entgegen dem Verhalten des ZnO, der Fehlordnungsgrad einem 
ermodynamischen Gleichgewichtszustand entspricht. In diesem Falle steigt 
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die Konzentration n, der Akzeptoren mit wachsender Temperatur und steigen. 
dem äußeren Sauerstoffdruck p, und zwar gilt nach WAGNER [127]: 


ih, const) > pur (42 


Dabei ist £, die Energie, welche nötig ist, um eine Fehlstelle zu erzeugen, d. 
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Elektrische Leitfahigkeit (Kurve A) und Hall-Konstante (Kurve B) 
des Cu,O bei hohen Temperaturen. 
(Nach FELDMANN.) 


zwei Leerstellen im Cu-Ionengitter zu schaffen. Nach (15) ist die Zahl de 
Löcher 


> (| FN 
His const | Mee au 


so daB sich für die Leitfahigkeit, unter Berücksichtigung von (23), ein Gesetz 
von der Form 
o = const pl8 T - 116 J ¢ -(Er+AEgiekT) (44) | 

tay 

ergibt, wo / wie üblich die freie Weglange bedeutet. Aus der Steilheit des gerad- | 
linigen Astes der Kurve A in Fig. 17 ergibt sich daher nicht die Aktivierungs- | 
energie AE, sondern die Summe E,+ AE,. Hierfür findet man den oben an- 


gegebenen Betrag von 0,78 eV. Der wahre Wert der Aktivierungsenergie kann 
daher erheblich kleiner sein. 
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| Die nach (44) zu erwartende Abhängigkeit der Leitfahigkeit oberhalb 400°C 
im O-Druck ist schon von DÜNWALD und WAGNER bestätigt worden, wie aus 
. 18 hervorgeht. Daraus muß geschlossen werden, daß im Cu 20, entgegen 
iheren Ansichten, bei hohen Temperaturen keine Eigenleitung eintritt. Er- 
ute Messungen des Hall-Effektes durch FELDMANN scheinen damit im Ein- 
ang zu stehen, indem kein Vorzeichenwechsel der Hall-Konstanten gefunden 


° Messung nach Drucksteigerung 
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Fig. 18 
Elektrische Leitfahigkeit des Cu,O als Funktion des Sauerstoffdrucks. 
(Nach DUNwALD und WAGNER.) 


ird. Immerhin ist es schade, daB oberhalb 400°C offenbar keine Messungen 
ss Hall-Effektes mehr gemacht worden sind (Fig. 17, Kurve B), denn der 
rzeichenwechsel wurde von früheren Autoren erst bei 500°C gefunden. 
Die Beweglichkeit der Löcher 5, ist außerordentlich stark temperaturab- 
ingig, und zwar ist unterhalb 150°C d, — T5, oberhalb 150°C d, ~ T7. 
Unterhalb 300°C friert die Fehlordnung ein, d.h. die Zahl der Akzeptoren, 
4 ist unabhängig von der Temperatur und hängt nur ab von der Vorgeschichte, 
ie ENGELHARD beobachtete. Obschon die Messungsergebnisse von ENGEL- 
ARD und von FELDMANN bei Zimmertemperatur einigermaßen übereinstim- 
ıen, liegen bis heute keine zuverlässigen zusammenhängenden Messungen über 
efe und hohe Temperaturen vor, die für eine restlose Abklärung des Leitungs- 
ıchanismus im Cu,O unbedingt notwendig wären. 


3.323 Siliziumkarbid SiC 


Versuche zur Messung der elektrischen Leitfähigkeit des Siliziumkarbids 
iC) sind von SEEMANN [119], SEARS und BECKER [117], VOELKL [125], 
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GuILLERY [62], KurtscHatow, Kostina und Rusınow [86], OSTERBERG 
[105], HENNINGER [68], BosE und Kastor [25] und in neuerer Zeit von? 
Busch [32] sowie BuscH und LABHART [36] unternommen worden. Die älteren 
Messungen erstrecken sich teils über sehr kleine Temperaturbereiche, teils wur- 
den die Meßergebnisse durch die hochisolierenden Sperrschichten an der Ober- 
fläche des SiC stark gestört. BuscH untersuchte die Leitfähigkeit an umfang- 
reichem, einkristallinem Material mittels Sonden zwischen 77 und 1400°K. 
SiC ist ein Valenzkristall mit wurzitähnlicher Struktur. Jedes Si-Atom ist 
von vier C-Atomen in Form eines regulären Tetraeders umgeben. Die technisch 
hergestellten Kristalle sind durch Einschlüsse von Fremdatomen sehr verschie- 
denartig gefärbt. Reines SiC ist farblos [77], mit zunehmender Verunreinigung 
werden die Kristalle gelblich, grün und schließlich schwarz glänzend. Spektral= 
analysen haben ergeben, daß gelbliche Kristalle bis zu 0,01% Fe und Mg, grüne 
bis zu 0,05%, Fe und Mg, schwarze Kristalle dagegen 0,2% Al und Ca und 
0,1%, Mg enthalten. Die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit ist in den 
Figuren 19 und 20 dargestellt. Für hinreichend tiefe Temperaturen läßt sich 
die Leitfähigkeit durch eine zweigliedrige Formel 


Fr Ay e - AE,/(2kT) ae As Le AE,|(2 kT) 


darstellen. Hall-Effekt-Messungen von BUSCH und LABHART zeigen, daB gelbes 
und grünes SiC ein n-Typ, d.h. ein Überschuß-, schwarzes SiC dagegen ein 
p-Typ, d.h. ein Mangelleiter ist. 

Für n-SiC schwanken die Leitfähigkeiten bei 0°C zwischen 10-1? für fast 
farblose und ca. 5 Q-1 cm! für dunkelgrün gefärbte Kristalle. Für die Aktivie- 
rungsenergien AE, bzw. AE, ergeben sich Werte zwischen 1,57 und 0,157 bzw. 
0,191 und 0,051 eV. Die Mengenkonstanten A, und A, liegen zwischen 6,3 und 
260 21cm! bzw. 0,3 und 10 2=!cm-!. Die entsprechenden Wertebereiche | 
für p-SiC sind bedeutend enger. Für oc wurden Werte zwischen 6,2 - 1071 
und 1,80 2! cm! gefunden. Die Schwankungsbereiche der übrigen Größen 
sind: AE,: 0,226—0,281 eV, AE,: 0,038—0,052 eV, A,: 160-350 2-1 cm 
4.30.18 095,0 7 em. 

Bei hohen Temperaturen zeigen sich ausgeprägte Leitfähigkeitsmaxima, 
die für n-SiC zwischen 480 und 1100°K, für p-SiC zwischen 950 und 1020°K 
gefunden worden sind. Oberhalb dieser Temperaturen nimmt die Leitfähigkeit " 
bis zu den höchsten Meßtemperaturen von 1400°K mit steigender Temperatur 
ab. In allen Fällen ergab sich eine völlig exakte Reproduzierbarkeit der Meß- 
werte an ein und demselben Kristall. Stundenlanges Erhitzen bis 1000°C in 
Luft hatte keinerlei Einfluß auf die Ergebnisse, so daß die Fehlordnung zweifellos 
als «eingefrorener» Gleichgewichtszustand betrachtet werden kann. 

Da SiC homöopolare Bindung besitzt, sollte die Leitfähigkeit bei hohen 
Temperaturen durch ein Gesetz von der Form (30) darstellbar sein, die auf 
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er Temperaturabhängigkeit der Beweglichkeit nach (29), d.h. b ~ T-32 be- 
it. Aus (30) läßt sich bei bekannter, d.h. aus dem Experiment bestimmter 
tivierungsenergie AE die Temperatur T,,.. bestimmen, bei welcher das 
ximum der Leitfähigkeit zu erwarten wäre. Auf diese Weise ergeben sich 
och Temperaturen, die 5—10mal zu hoch liegen! Eine Übereinstimmung 
ante zwar durch eine bedeutend stärkere Temperaturabhängigkeit der Be- 
glichkeit erzwungen werden. Es zeigt sich jedoch, daß dies nicht angängig ist. 
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tion der Temperatur. (Nach Busch.) tion der Temperatur. (Nach Buscu.) 


Die übliche Kombination von Leitfahigkeit und Hall-Konstanten ergab die 
der Fig. 21 und 22 dargestellte Temperaturabhängigkeit von Ro. In der 
x. 23 ist das Produkt Ro versuchsweise als Funktion von T-*/? aufgetragen, 
d es zeigt sich, daB fiir hohe Temperaturen die später von SEITZ theoretisch 
sründete Abhängigkeit tatsächlich gilt. Der Grund für die niedrigen Tem- 
raturen, bei denen die Leitfahigkeitsmaxima liegen, kann daher nicht in 
er stärkeren Temperaturabhängigkeit der Beweglichkeit liegen, sondern muß 
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Fig. 21 
Temperaturabhangigkeit der 
Elektronenbeweglichkeit im n-SiC. 
(Nach BuscH und LABHART.) 
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Fig. 22 
Temperaturabhangigkeit der 
Löcherbeweglichkeit im p-SiC. 
(Nach Busch und LABHART.) 
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af einer geringeren Zunahme der Elektronenkonzentration mit steigender 
emperatur beruhen, als nach der Maxwell-Boltzmannschen Statistik erwartet 
ird. Tatsächlich ergeben sich für hohe Temperaturen Elektronenkonzentra- 
onen von 1018 cm? für #-SiC und 4 - 1019 cm? für p-SiC. Diese Elektronen- 
nzentrationen sind schon so hoch, daß mit beginnender Entartung gerechnet 
erden muß. Die konsequente Durchführung der in 2.3 erläuterten Ansätze 
ir ein schwach entartetes Elektronengas führt auf einen Ausdruck für die 
eitfähigkeit bei mittleren und hohen Temperaturen von der Form 
T —3/2 

er enge (D*/np) T8312 edEl(kn jun ' en 

abei bedeuten 


2 


e 2/9 
Q* = 2 mr Top; ee a) Me 
m*k \3/2 DR 
DK = SELLE EN o gemessene Werte Se 
28 7h?) ° x G 
1} 6, +6, + =Gi 
= 4G, 


-- Berechnetes G 

® Anschlusspunkt 
SICT. 

o gemessene Werte 


s ist leicht ersichtlich, daß für tiefe Tem- ee 


eraturen der Ausdruck (45) genau in das Ve \ ® Anschlusspunkt 
setz von WILSON (30) übergeht. Für sehr | | FOR 
0,1 - \ r = 


T = mittlere Relaxationszeit, 
np = Konzentration der Störstellen. 


She Temperaturen ergibt sich dagegen eine 5 
bnahme der Leitfähigkeit mit steigender Er 


mperatur, nämlich En ia 
A 
gprs Te — 3/2 }., o a = 
2 NT get ce i 2 
eineranalogen Temperaturabhängigkeit PE us 
slangte MôGzicx [98] auf Grund der For- Fe RR 


«el von SAHA. Wie Fig. 24 zeigt, werden 
«ce experimentellen Ergebnisse bei hohen 
emperaturen durch (45) sehr gut wieder- 
egeben. Bei tiefen Temperaturen zeigen 
ie Leitfähigkeitskurven, besonders für 
-SiC, charakteristisch flach verlaufende Fig. 24 

ste mit sehr kleinen Aktivierungsenergien. Gemessene und nach (45) berechnete Leit- 
leichzeitig nehmen die Beweglichkeiten BEER eee LSCHNSChER Entartung 
it sinkender Temperatur stark ab (Fig. rend Br) 

| und 22). Dieses Verhalten kann nach 

USCH und LABHART dadurch erklärt werden, daß im SiC zwei Arten von Stör- 
ellen mit verschiedenen Aktivierungsenergien wirksam sind. Die starke Ab- 
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nahme der Beweglichkeit mit sinkender Temperatur wurde darauf zurückgeführt, 
daß die Störstellen der einen Art infolge ihrer hohen Konzentration (1018 bis 107° 4 
pro Kubikzentimeter) in Wechselwirkung miteinander treten und Elektronen | 
austauschen können. Dadurch käme eine zusätzliche Leitungszone mit sehr 
großen effektiven Massen und damit kleinen Beweglichkeiten zustande. 

Nach neuesten Gesichtspunkten ist es jedoch auch denkbar, daß die Ab- 
nahme der Beweglichkeit bei tiefen Temperaturen auf eine Zunahme der Streusm 
wahrscheinlichkeit durch Verunreinigungen des SiC-Gitters zurückzuführen ist 
In diesem Falle wäre mit der durch Gleichung (29) gegebenen Temperatur- 
abhängigkeit der Beweglichkeit zu rechnen. 

SiC ist nach den oben beschriebenen Resultaten ein amphoterer Halbleiter, 
Überschuß- und Mangelleitung beruhen sehr wahrscheinlich auf demselben 
Mechanismus wie im Si und im Ge. Einlagerungen von Elementen, deren Wer- 
tigkeit kleiner als 4 ist (Ca, Al), erzeugen Mangelleitung (p-Typ); Verunreini- 
gung durch Fe liefert ähnlich wie bei Silizium Überschußleitung (n-Typ). 


3.324 Silizium Si 


Über den Mechanismus der hohen elektrischen Leitfähigkeit des Si herrschte 
während langer Zeit Unklarheit. Gegen den metallischen Charakter sprechen‘ 
die Messungen der Intensitätsverteilung im Emissionsspektrum der langwelli- 
gen Röntgenstrahlung von O’BRYAN und SKINNER [104]. Nach diesen muß 
geschlossen werden, daß das Energieband der Valenzelektronen voll besetzt ist) 
und daher keine metallische Leitung verursachen kann. Auch nach den ersten } 
Messungen von KÖNIGSBERGER und SCHILLING [85] ist Si ein nichtmetallischer 
Leiter. Damit scheinen aber die Untersuchungen von SEEMANN [118], SCHULZE 
[115] und LAUSTER [89] in Widerspruch zu stehen. Diese Autoren finden fiir) 
Temperaturen zwischen 77° und 1000°K eine schwache Abnahme der elektri- 
schen Leitfähigkeit an Si-Einkristallen mit steigender Temperatur und schließen 
daraus auf metallische Leitfähigkeit. Demgegenüber stellten MEISSNER und 
Voict [93] ausdrücklich fest, daß an Si-Einkristallen, die sie bei 1,2°K unter- 
suchten, kein metallischer Temperaturkoeffizient gefunden werden konnte, 
Eine völlige Klärung ist erst durch die umfangreichen Arbeiten amerikanischer 
Forscher an den Universitäten von Pennsylvania und Purdue, vor allem aber. 
durch PEARSON und SHOCKLEY [107] und PEARSON und BARDEEN [106] er- 
reicht worden. N 

PEARSON und BARDEEN benutzten als Ausgangsmaterial sehr reines Si mit | 
nur etwa 0,03% Verunreinigungen, das durch Reduktion von SiCl, mittels Zn 
in Form langer Kristallnadeln erhalten wurde. Dieses Material wurde durch‘ 
Zusätze von 0,0005 bis 1 Gew.-% Bor bzw. 0,001 bis 1% Phosphor legiert. § 
Entsprechend den in Abschnitt 2.42 entwickelten Vorstellungen erzeugen Zu 
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tze des dreiwertigen Bors Mangelleitung, solche von fünfwertigem Phosphor 
igegen ÜberschuBleitung. Die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit bzw. 


‘S spez. Widerstandes og = 1/0 geht aus den Fig. 25 und 26 hervor. Es zeigt 
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Fig. 25 
ezifischer Widerstand von Si-B-Legierungen 
als Funktion der reziproken Temperatur. 
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Fig. 26 


Spezifischer Widerstand von Si-P-Legierungen 
als Funktion der reziproken Temperatur. 


(Nach PEARSON und BARDEEN.) 
Die Kurven entsprechen folgenden P-Zusatzen 
in Gewichtsprozenten: 
ASO00L 6210, 005 7ACAOME:ED EL 0; 


(Nach PEARSON und BARDEEN.) 
> Kurven entsprechen folgenden B-Zusatzen 
yew: chtsprozenten: 1:0; 2:0,0005; 3:0,001; 
PRO.O025) 610,005 5,.6 2) 0:01 72 0,15 84°10. 


th, daB für hohe Temperaturen alle Widerstandskurven, unabhängig vom 
ôrstellengehalt der Proben, in ein und dieselbe Gerade einmünden. Dies ent- 
richt einer Eigenleitung des Si mit einer Aktivierungsenergie AE, = 1,12 eV. 
e Leitfähigkeiten bei tiefer Temperatur wachsen dagegen in charakteristischer 
eise mit zunehmender Konzentration der Beimengungen. 
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Durch Messung der Hall-Konstanten R wurde entsprechend den Gleichun- 
gen (32), (34) und (35) die Zahl n der Ladungstrager berechnet. Das Ergebnis } 
zeigen die Fig. 27 und 28. Es zeigt sich, daß für kleine Konzentrationen der B 
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Fig. 27 
Zahl der Ladungsträger pro cm? in Si-B- 
Legierungen als Funktion der reziproken 
Temperatur. Ty ist die Entartungstempe- 
ratur. (Nach PEARSON und BARDEEN.) 


bzw. P-Zusätze die Löcher- bzw. Elektronenkonzentrationen ungefähr ex 
ponentiell mit der reziproken Temperatur ansteigen. Für hohe Konzentrationen 
ist die Zahl der Ladungsträger dagegen sehr hoch (bis 5 - 102° cm?) und prak 
tisch unabhängig von der Temperatur. Die gestrichelte Kurve 7, stellt in beider 
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Fig. 28 
Zahl der Ladungstrager pro cm 
Si-P-Legierungen als Funktion der reziproken} 


Sin 


Temperatur. 7’) ist die Entartungstemperatur. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 
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guren die nach dem Entartungskriterium (16) gültige Abhangigkeit der Ent- 
‘tungstemperatur von der Konzentration der Ladungsträger dar. Die Proben 
nd 8 in Fig. 25 und C und Din Fig. 26 sind praktisch im ganzen Temperatur- 
biet entartet. 

Durch Bildung des Produktes Ro wurde ferner die Beweglichkeit der 
xdungstrager als Funktion der Temperatur berechnet und in Fig. 29 und 30 
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Fig. 29 
Löcherbeweglichkeit als Funktion der reziproken Temperatur für Si-B-Legierungen. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


doppelt logarithmischem Maßstab als Funktion von der reziproken Tem- 
ratur aufgetragen. 

Die theoretisch begründete Proportionalität der Beweglichkeit zu T~*/? (vgl. 
schnitt 3.11) bei hohen Temperaturen wird, ähnlich wie für SiC, sehr schön 
stätigt. Unterhalb ca. 100°K nimmt die Beweglichkeit mit sinkender Tem- 
ratur wieder ab, entsprechend einer Zunahme der Streuung der Ladungs- 
iger an den Gitterstörungen (B- bzw. P-Ionen). 

Im Gebiet der Störleitung wurde eine auch für andere Halbleiter charak- 
istische Abnahme der Aktivierungsenergie mit zunehmender Störstellen- 
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konzentration beobachtet. Für sehr reines Si (Probe 1) mit einer Akzeptoren- 
konzentration 4 — 1,5 - 1016 cm~* ergibt sich eine Aktivierungsenergie AE% 
von 0,075 eV. Die Dielektrizitätskonstante des Si betragt 13. Damit berechne 
sich nach Gleichung (20), Abschnitt 2.4, eine Aktivierungsenergie AE , =0,08eV, 
was mit dem experimentellen Wert angenähert übereinstimmt. Für die höchste 
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Fig. 30 
Elektronenbeweglichkeit als Funktion der reziproken Temperatur fiir Si-P-Legierungen. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


beobachtete Konzentration #4 = 5,3 : 1018 ist die Aktivierungsenergie dagege 
praktisch Null. Fig. 31 stellt den ganzen Verlauf dar. Diese Erscheinung kann 
nach PEARSON und BARDEEN in folgender Weise gedeutet werden. Wenn ein 
isoliertes Atom ionisiert wird, verschwindet das Anziehungspotential zwischen 
dem entstandenen Ion und dem abgetrennten Elektron. In einem Halbleiter 
werden jedoch die ionisierten Donatoren oder Akzeptoren durch die Leitungs 
elektronen teilweise abgeschirmt. Dadurch entsteht im ionisierten Zustand ein 
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nziehungspotential, das (negativ) um so größer wird, je kleiner der mittlere 
bstand der Störstellen ist. Dieser Abstand ist proportional n, 1%, wo n, die 
‚onzentration der Akzeptoren bedeutet. Die Alsivierangsenersie a daher 
lit zunehmender Akzeptorenkonzentration kleiner, und zwar gilt 


AE, AA, ani? 


‘4 bedeutet die Aktivierungsenergie für unendliche Verdünnung der Akzep- 
ren und beträgt für Si auf Grund der Erfahrung etwa 0,08 eV. Damit und 
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ktivierungsenergie für Si-B- und Si-P-Legierungen als Funktion der Störstellenkonzentration. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


nem empirischen Wert a = 4,3 : 10 8 ergibt sich die ausgezogene Kurve in 
g. 31, welche den beobachteten Gang der Aktivierungsenergie mit der Akzep- 
renkonzentration gut wiedergibt. Auf Grund einer quantitativen Abschätzung 
ird für & ein Wert von 3 - 10-8 gefunden. Die Übereinstimmung ist daher 
ößenordnungsmäßig recht befriedigend und stützt die gegebene Erklärung. 

Für sehr hohe Störstellenkonzentrationen ergeben sich neue Verhältnisse. 
lizium mit mehr als 101% pro Kubikzentimeter eingelagerten B-Atomen bzw. 
Atomen besitzt eine elektrische Leitfähigkeit, die von der Temperatur prak- 
sch unabhängig ist (Kurven 6 bis 8 in Fig. 25 bzw. Kurven C und D in 
g. 26). PEARSON und SHOCKLEY [107] fanden sogar bis zu Temperaturen von 
1°K keine Änderung des spezifischen Widerstandes. Die Aktivierungsenergie 

: für solche Legierungen praktisch Null, so daß die Zahl der Ladungsträger 
aabhängig von T gleich der Zahl der Donatoren bzw. Akzeptoren wird. Das 
ektronengas ist in diesem Falle stark entartet, und die Leitfähigkeit wird 
iBer durch die Zahl der Ladungsträger nur durch die Beweglichkeit bestimmt. 
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Für tiefe Temperaturen wird die Beweglichkeit nur durch die Streuung der 
Stérstellen beschrankt. 
JouHNSON und Lark-Horovitz (81, 82] berechneten diese Streuung für ein 
entartetes Elektronengas und fanden dafür völlige Temperaturunabhangigkeit. | 
Es zeigt sich, daß in diesem Fall der spezifische Widerstand @ nur noch vor 
der Störstellendichte n abhängt, die mit der Anzahl der Ladungsträger iden 
tisch ist. Für die Beweglichkeit gilt 
1 8\18 th 97% 
re 


und für den spezifischen Widerstand o = 1/(e n b) folgt daraus 


AS 3 1/3 ah 12 
Bl en 


Durch Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich 


o=6270n !? Q cm, (46) 


was größenordnungsmäßig mit den beobachteten Werten übereinstimmt. 

Das Verhalten des Siliziums als Halbleiter ist somit weitgehend abgeklärt 
und die experimentellen Ergebnisse stehen in guter Übereinstimmung mit de 
neueren theoretischen Vorstellungen. 


3.325 Oxyde mit Spinellstruktur 


Die in Abschnitt 2.43 skizzierte Theorie von VERWEY, HAAYMAN undı 
ROMEIJN [124] über die elektrische Leitfähigkeit von Oxyden mit Spinellif 
struktur wurde von denselben Autoren in der gleichen Arbeit experimentell) 
fundiert. Sie führten Substitutionsversuche an Fe,O, durch, indem sie Misch= | 
kristalle mit MgCr,O, bzw. ZnCr,O, herstellten. Dabei wurden nicht nur die | 
zweiwertigen, sondern auch die dreiwertigen Ionen ausgewechselt. 

Zur Herstellung der Proben wurden Fe,O,, MgO und Cr,O, bzw. Fe,Og3,| 
ZnO und Cr,O, im passenden Verhältnis innig gemischt, gepreßt und in ges 
eigneter Atmosphäre bei 1200—1400°C gesintert. Die Kurven in Fig. 32 und} 
Fig. 33 sind an diesem polykristallinen Material gemessen. Erwartungsgemäß 
wird die Leitfähigkeit mit zunehmendem Gehalt an MgCr,O, bzw. ZnCr,Qg| 
kleiner. Die Aktivierungsenergie steigt. Sehr bemerkenswert ist, daß sich hier: 
durch die Größe der Leitfähigkeit und die Aktivierungsenergie in weiten Gren- 
zen verändern lassen. Diese Halbleiter sind auf kleine stöchiometrische Unge=} 
nauigkeiten nicht sehr empfindlich und können daher einigermaßen reproduzier-} 
bar hergestellt werden. 
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3.33 Meyer-Neldelsche Regel 


Die Leitfähigkeit eines reinen Überschuß- bzw. Mangelleiters läßt sich für 
inreichend kleine Störstellenkonzentration, d.h. solange keine Entartung ein- 
itt, mit praktisch ausreichender Genauigkeit durch ein Gesetz von der Form 


o = A e-4Elern) (47) 


rstellen. Die schwache Temperaturabhängigkeit der Mengenkonstanten A 
lt neben der Exponentialfunktion meist nicht ins Gewicht. Nach MEYER 


| ala Asa | | 


Ve | 
AGE 


Y 394% 
| 0 


Eur Se 24 SEITE IE TEN], 
— 1000 
à Fig. 32 Fig. 33 | 
itfähigkeit von Fe,0,-MgCr,0,-Mischkri- Leitfähigkeit von Fe,0,-ZnCr,0,-Mischkri- 
kllen bei verschiedenem MgCr,O,-Gehalt. stallen bei verschiedenem ZnCr,O,-Gehalt. 
ach VERWEY, !HAAYMAN und ROMEIJN.) (Nach VERWEY, HAAYMAN und ROMEIJN.) 


ad NELDEL [96] besteht nun für eine Reihe von Halbleitern, deren Leitfähig- 
rit bei Zimmertemperatur kleiner als etwa 10-? Q-1 cm! ist, ein bemerkens- 
art einfacher Zusammenhang zwischen A und der Aktivierungsenergie AE 
on der Form 

log À = à + B AE. (48) 


| Fig. 34 sind die Ergebnisse für ZnO, TiO,, Fe,0,, WO, nach MEYER und 
ELDEL, für SiC nach Busch [32], und für BaTiO, nach Buscx und FLURY [34] 
isammengestellt. Die MeBpunkte liegen auf Geraden, deren Lage und Neigung 
r jede Substanz charakteristisch ist. 


(MP 1/7 
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Die Mengenkonstante À ist nach (30) und (30a) proportional zur Wurzel, 
aus der Stürstellendichte ny bzw. n4. Der Zusammenhang (48) sagt demnach 
aus, daß die Aktivierungsenergie für schlecht leitende Halbleiter mit zunehmen= 
der Störstellendichte größer wird. 

Für Halbleiter, deren Leitfähigkeit bei Zimmertemperatur größer als etwa) 
10-2 Q-1cm-! ist, wird eine entgegengesetzt verlaufende Abhängigkeit, d.h. 
eine Abnahme von AE mit wachsendem 4 
A beobachtet. Die Erklärung für diesen 
Effekt ist offenbar in einer gegenseitigen 
Beeinflussung der Störstellen zu suchen, 
wie für den Fall des Siliziums in Ab- 
schnitt 3.324 auseinandergesetzt wurde. || 
Die Meyer-Neldelsche Regel hat offen-— 
sichtlich eine andere Ursache und kann 
er nach Buscx [33] in folgender Weise er- 
klärt werden. 

7 Solange eine halbleitende Verbin- 

dung, z.B. ein Oxyd, mit der umgeben-") 
den O-Atmosphäre thermodynamisch |} 
im Gleichgewicht steht, stellt sich nach 
WAGNER [127] [Gl. (42), Abschnitt 
3.322] eine temperaturabhängige Stör-] 
stellenkonzentration 


AE 


ev 


log A Np = Ce Eri®T) 


ieee ein. Die Konstante C enthält u.a. den 

Zusammenhang zwischen der Aktivierungs- O-Druck und ist a die Exponential | 
energie AE und der Mengenkonstanten A. funktion nur schwach temperaturab- 1 
Meyer-Neldelsche Regel. hängig. E> ist die Fehlordnungsenergie, 

© ZnO; © TiO,; @ Fe,03; ©) U0,;@ SiC; d.h. der nötige Energiebetrag, um im! 
© Balio,. Gitter eine Fehlstelle zu erzeugen. Nu 

werden aber Leitfähigkeiten an Halb- |} 

leitern meistens bei so tiefen Temperaturen gemessen (z.B. ZnO im Gegensatz } 
zu Cu,O!), daß die Störstellenkonzentration als konstant betrachtet werden | 
kann. Dies bedeutet offenbar, daß die Fehlordnung unterhalb einer für jeden 
Halbleiter charakteristischen Temperatur © «einfriert». Die unterhalb © stabile 
Störstellenkonzentration richtet sich daher nach der Finfriertemperatur ©, d.h. 


ne -EflRe) (49) 


Für einen Störhalbleiter ist die Leitfähigkeit proportional #1/?, d.h. es gilt, ab 
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esehen von schwach temperaturempfindlichen Größen, 


| Hodes nie e-AEDIBAT) (50) 
-h. mit (49) 
o = a'e”Erl2#0) „-AEN@RT) (51) 


tzt man E,+ AE = U, so ist U die für jedes Gitter charakteristische Energie, 

m ein Atom oder Ion des ungestörten Gitters zu ionisieren, d.h. ins Leitungs- 
nd zu heben. Durch Ersetzen von E, in (51) folgt: 

(AE —U)/(2 8 6) 


ae Ce CR (52) 


rergleicht man (52) mit (47), so findet man für die Mengenkonstante 


A = a’ e|4E-U)NEKRE) 


ind durch Logarithmieren 
| 


FE log A = x+BAE 


I Ubereinstimmung mit der empirischen Meyer-Neldelschen Regel (48). Wah- 
md « in komplizierter Weise von U, dem Gasdruck, der Beweglichkeit usw. 
phangt, ergibt sich fiir 8 der einfache Ausdruck 


1 
Pros 2 
n Diagramm AE = f(log A) (Fig. 34) verlaufen daher die Geraden um so 
eiler, je größer die Einfriertemperatur © der betreffenden Substanz ist. Für 
‘€ aus den Steilheiten berechneten Einfriertemperaturen ergeben sich folgende 
Werte: 


5 geschätz 
Halbleiter iC) ae | O a t 
Ogata (340)1) 1000 ( ?) 
HO NS 430 400 
ZOOS. 533 600 
On 685 700 
BaliOs «ta % 710 950 | 


um Vergleich wurden in der dritten Kolonne diejenigen Temperaturen ange- 
hrt, bei welchen durch Erhitzen in Vakuum eine merkliche Dissoziation und 


1) Wert unsicher, da nur zwei Meßpunkte vorliegen. 
2) Korrigierter Wert. 
3) Nach Beobachtungen von F. Bossarp, Diplomarbeit ETH., 1917 (unveröffentlicht). 
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damit ein Auftauen der Fehlordnung einsetzt. Diese Temperaturen sind natur 
gemäß sehr schlecht definiert, doch ist die Korrelation mit den berechneten 
Einfriertemperaturen unverkennbar. Es ist übrigens bemerkenswert, daß die 
Meyer-Neldelsche Regel für sehr verschiedenartige chemische Verbindungen } 
erfüllt ist, so daß es nicht ausgeschlossen erscheint, daß ihr allgemeine Gültig- 
keit zukommt. Nach der gegebenen Darstellung wäre die Regel allerdings 
grundsätzlich auf Halbleiter mit eingefrorenen Fehlordnungen beschränkt. M 
GIsoLF [59] hat für die Meyer-Neldelsche Regel eine völlig andere Erklärung 
gegeben. Sie beruht jedoch auf sehr speziellen Annahmen über die gleichzeitige" 
Existenz von Spender- und Haftstellen und einer einschränkenden Beziehung 
zwischen den Beweglichkeiten und der Störstellenkonzentration, die jedoch 
von den bisherigen und diesem Bericht zugrunde liegenden Anschauungen er 
heblich abweichen. Eine Entscheidung kann wohl erst nach einer wesentlichen. 
Vermehrung der experimentellen Tatsachen erwartet werden. 


3.34 Zusammenhang zwischen den Dielektrizitätskonstanten und. 
der Aktivierungsenergie 


Die Aktivierungsenergie eines Störhalbleiters ist nach Morr [6] [vgl. Glei-"} 
chung (20), Abschnitt 2.4] von der effektiven Dielektrizitätskonstanten ky 
des Halbleiters abhängig, und zwar gilt im wesentlichen 


1 
AE ~ cre 
Eine hohe Dielektrizitätskonstante, d.h. eine hohe Polarisierbarkeit der Nach- 
barschaft einer Störstelle des Gitters hat eine kleine Aktivierungsenergie zur 
Folge. Obschon sich auf Grund dieses Zusammenhanges Aktivierungsenergien 
von richtiger Größenordnung berechnen lassen, wären systematische UnterM 
suchungen sehr wertvoll. Solche liegen jedoch scheinbar nicht vor. Einzig 
HENNINGER [69] berichtet in einer kurzen Zusammenfassung von einer experi- 
menteH festgestellten Abhängigkeit der Aktivierungsenergie von der Stür… 
stellendichte und der Dielektrizitätskonstanten. Genauere Angaben über die 
untersuchten Substanzen, sowie Zahlenwerte, fehlen jedoch. 

Mit dem Ziele, für den Zusammenhang (54) wenigstens eine qualitative 
Bestätigung zu finden, untersuchten Buscx, FLURY und MERZ [35] Einkristalle 
von BaTiO,. Diese Substanz ist ein ÜberschuBleiter und ist durch ihre beson 
deren Eigenschaften als Ferroelektrikum bekannt. BaliO, zeigt einen sehr 
starken Gang der statischen Dielektrizitätskonstanten mit der Temperatur, 
Insbesondere durchläuft diese in der Nähe der Curie-Temperatur T,~ 120°C 
ein sehr scharfes Maximum und erreicht dort Werte bis 10000. Zum Unte 
schied aller bisher bekannten Ferroelektrika zeigt auch der im sichtbaren Gen 
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et gemessene Brechungsindex ein ausgesprochenes Maximum am Curie-Punkt. 
ei Zimmertemperatur beträgt m = 2,40 und erreicht bei 120°C einen Wert 
on ca. 2,46. Auf Grund dieser Beobachtungen war zu erwarten, daB auch die 
ür die Aktivierungsenergie maßgebende effektive Diclektriviatskonstante Ret 
inen ähnlichen Verlauf mit der Temperatur zeigt. Nach (54) müßte dem maxi- 
nalen Wert von k, ein Minimalwert der Aktivierungsenergie AE, d.h. eine 
unimale Steilheit der Leitfahigkeits-Temperatur-Kurven logo = f{1/T) ent- 

rechen. Dieses Verhalten ist experimentell bestätigt worden. Für hohe und 
iefe Temperaturen ergab sich z.B. eine Aktivierungsenergie AE = 1,75 eV, die 
a der Nähe des Curie-Punktes ein Minimum von AE = 1,15 eV durchläuft. Wenn 
uch mangels weiterer Daten eine quantitative Prüfung nicht môglich ist, 
cheint dadurch doch wenigstens der Versuch zu einer quantitativen Bestati- 
ung gemacht worden zu sein. 


3.35 EinfluB eines allseitigen Druckes auf die elektrische 
Leitfahigkeit 


Die Anderung der elektrischen Leitfahigkeit unter der Wirkung eines all- 
reitigen Druckes ist namentlich von BRIDGMAN [28] für Metalle untersucht 
vorden. Fiir Metalle wird unter Druck sowohl Zu- wie auch Abnahme der Leit- 
ähigkeit beobachtet. An Halbleitern liegen bis jetzt sehr wenige Messungen 
or. HOLMES und ALLEN [74] beobachteten am Selen eine gegenüber Metallen 
farke Abnahme des spezifischen Widerstandes mit steigendem Druck und 
inden eine spezifische Widerstandsänderung 
x Pia — —3,1-10-4cm?2/ke*, 
fine außerordentlich starke Widerstandsänderung hat BRIDGMAN [29] am 
'ellur gefunden. Unter einem Druck von 30000 kg*/cm? steigt die Leitfahig- 
:eit des Tellurs auf den 400fachen bzw. 600fachen Wert bei Atmosphären- 
truck, je nach der Orientierung der Kristalle zum elektrischen Feld. Ähnliche 
irgebnisse hat auch CARTWRIGHT [39] erhalten. Nun ist Tellur nach Arbeiten 
‘on CARTWRIGHT und HABERFELD [41] sowie neueren Untersuchungen von 
(CANLON und LARK-HoROvITZ [111], Botrom [26] und JoHnson [79] ein 
Talbleiter, der schon wenig oberhalb Zimmertemperatur Eigenleitung zeigt, 
iit einer Aktivierungsenergie AE, = 0,38 eV. Bei tieferen Temperaturen wurde 
Tangelleitung beobachtet. 
BRIDGMAN vertrat die Auffassung, daß mit steigendem Druck der metalli- 
“he Charakter des Tellurs mehr und mehr zunimmt. Tatsächlich erleidet Tellur 
ei einem Druck von 45000 kg/cm? eine Umwandlung [30]. Für die Wider- 
tandsänderung für kleinere Drucke hat BARDEEN [18] eine sehr überzeugende 
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Erklärung gegeben. Mit steigendem Druck vermindert sich die Gitterkonstante } 
des Tellurkristalls, und es ist anzunehmen, daß sich damit der energetische 
Abstand des höchsten voll besetzten Bandes vom Leitungsband, und damit die 
Aktivierungsenergie AE, für die Eigenleitung ebenfalls verringert. BARDEEN 
hat aus den Messungen von BRIDGMAN die Aktivierungsenergie AE, als Funk- 
tion des Drucks bestimmt. Die Berechnung beruht auf der Annahme, daß die 


Aktivierungsenergie in eV 


0 6000 16,000 24,000 32,000 
Druck ın kg Wem? 
Fig. 35 
Aktivierungsenergie AE, des Tellurs, berechnet aus der Temperaturabhangigkeit des Widerstandes 
bei verschiedenen Drucken. Ausgezogene Kurve: nach Messungen von BRIDGMAN; gestrichelte 
Kurve: nach Ey = 0,38 eV für p = 0 extrapoliert. 
(Nach BARDEEN.) 


Leitfähigkeit mit der Temperatur wie a = A e “#ı/(2#T) ansteigt. Zur Bestim- 
mung von AE, genügen daher die Leitfähigkeiten für zwei verschiedene Tem-} 
peraturen. Das Resultat ist in Fig. 35 dargestellt. Für einen Druck von cam 
30000 kg/cm? wird die Aktivierungsenergie tatsächlich sehr klein, und bei 
wenig höherem Druck vollzieht sich wahrscheinlich die Umwandlung in eine 
wahre metallische Phase durch Überlappung der Energiebänder. Daß für den 
Druck p = 0 für AE, ein kleinerer Wert als 0,38 eV erhalten wird, kann leicht j 
damit erklärt werden, daB bei dem von BRIDGMAN untersuchten Tellur noch] 


eine Störleitung überlagert ist. 


4. Thermospannung Metall-Halbleiter | 


4.1 Formel für die differentiale Thermospannung 


Zwischen der integralen Thermospannung Vyr eines Elementes Metall- 
Halbleiter-Metall und dem Thomson-Koeffizienten u bzw. ur des Metalls 
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ozw. des Halbleiters gilt die thermodynamische Beziehung 


QVun _ [ um- ty 
Ja = TE aT. (55) 


“ür den Thomson-Koeffizienten liefert die Elektronentheorie!) 


ae iP 0 KS. £ 
is re ES al (56) 
Dabei bedeutet ¢ die Grenzenergie der Fermi-Diracschen Verteilungsfunktion, 
nd K, bzw. K, stehen für die Integrale 


oo 
z 1 2m* \3/2 n 0W = 
Kugel) fle op IE (57) 
0 
E = Gesamtenergie des Elektrons, 
m* = effektive Elektronenmasse, 


l freie Weglänge, 
w, = ungestôrte Fermi-Diracsche Verteilungsfunktion. 


Jnter der Annahme einer energieunabhangigen freien Weglänge findet man 
Sicht 


IC 
a, (58) 
k = Boltzmannsche Konstante, 
Ih. 
m. @ (a 
u nn [2% = (59) 


nfolge der sehr schwachen Temperaturabhängigkeit der Grenzenergie der 
Ketalle ist der Thomson-Koeffizient u des Halbleiters stets größenordnungs- 
äßig größer als u. Unter dieser Voraussetzung folgt aus (55) und (59) für die 


ue — 4% (2 =). (60) 


Durch Einsetzen des expliziten Ausdrucks für ¢ findet man sofort die differen- 
iale Thermospannung als Funktion der Temperatur. Für einen reinen Über- 
chuBleiter folgt z.B. unter Verwendung von (13), Abschnitt 2.2, und Berück- 
ichtigung der negativen Ladung des Elektrons: 


av k (mete 


1) Vel. etwa F. Seızz [8]. 
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hea 3/4 
= (carer) ’ 


np = Donatorenkonzentration, 
AEp = Aktivierungsenergie. 


Der absolute Betrag der Thermospannung steigt bei konstanter Temperatu 
mit wachsender Aktivierungsenergie und sinkender Störstellenkonzentration 
Fiir UberschuBleiter ergibt sich negatives, fiir Mangelleiter positives Vorzei 
chen. In .gemischten Leitern kann die Thermospannung verschwinden. Die 
Temperaturabhängigkeit der Thermospannung hat im wesentlichen die Form | 


i 


dVux _r oe 
Mare ey 


AE 

P TE (62) 
Der erste Term F(T) ist gegenüber dem zweiten nur schwach temperatur 
abhängig, so daß auf Grund dieser Theorie die Thermospannung mit sinkender 
Temperatur ansteigen sollte. 

Dieses Resultat steht nun offensichtlich in Widerspruch mit dem Nernst- 7 
schen Hauptsatz der Thermodynamik, wonach die Thermospannungen am ab 
soluten Nullpunkt verschwinden müssen. Die Gleichung (62) kann daher hôch=l 
stens für hohe Temperaturen richtig sein; für tiefe gilt sie dagegen sicher nicht 
Der Grund für das Versagen liegt einerseits darin, daß die Näherungen, die zu 
(56) führen, bei tiefen Temperaturen wahrscheinlich unzuverlässig sind [2]. 
Andererseits wurde bei der Ableitung von (56) angenommen, daß der Wärme- 
transport, ähnlich wie bei Metallen, in überwiegendem Maße durch die Elek-# 
tronen besorgt wird. Dies gilt für (nichtentartete) Halbleiter bei tiefen Tem- 7 
peraturen bestimmt nicht. Mit abnehmender Elektronenkonzentration wird | 
voraussichtlich ein Zustand erreicht, in dem die Wärmeleitfähigkeit des Gitters | 
überwiegt. An diesen Tatsachen vermögen auch die Überlegungen von HENISCH | 
[67] nichts zu ändern, der in an sich korrekter Weise die Thermospannung als | 
Kontaktphänomen auffaßt. Eine Übereinstimmung zwischen Theorie und Ex- 
periment ist somit nur in besonders günstigen Fällen zu erwarten. | 

Für entartete Halbleiter ergeben sich dagegen Verhältnisse, die dem ıne- 
tallischen Zustand ähnlich sind. JOHNSON und LARK-HOROVITZ [80] geben eine’ 
entsprechende Formel an, welche die Beobachtungen am Germanium [87] gut | 
wiedergeben soll. 


4.2 Experimentelle Ergebnisse 


Messungen der Thermospannung gegen Metalle liegen vor 


an den Überschußleitern TiO, [67]; VO, [54, 71]; CuO [54]; ZnO [22,568 
CdO 115 92259545 172 735: WO alle 
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an den Mangelleitern Cr,O, [54]; CoO [71]; C0;0, [54]; NiO [22, 54, 130]; 

J [103]; Cu,O [47, 98, 110, 116, 126]; MoS, [71]; ‘Sans HMS BES: 

| sowie an den amphoteren Leitern Si [53]; SiC [37, 71]; Ge [8715584724711 

14S [71]; PbS [46, 50, 91, 19112 PbSeT2l] 

In der überwiegenden Zahl der Fälle ist die integrale Thermospannung für 
ne einzige Temperatur gemessen worden, wodurch immerhin die Größenord- 
ıng und das Vorzeichen der Thermospannungen festgelegt worden sind. So- 
eit als gleichzeitige Messungen des Hall-Effektes vorliegen, besteht Überein- 
Heure bezüglich des Vorzeichens der Ladungsträger. 

_ Vom experimentellen wie auch vom theoretischen Standpunkt aus besitzen 
essungen der differentialen Thermospannung in einem ausgedehnten Tem- 
raturbereich bedeutend größeres Interesse. Leider ist die Zahl derartiger 
ıtersuchungen überraschend klein. SCHWEICKERT [116] und RoHpe [110] 
ıtersuchten das Element Cu-Cu;0-Cu zwischen — 80 und + 70°C. In diesem 
smperaturgebiet ergibt sich eine Abnahme der differentialen Thermospan- 
ing mit steigender Temperatur und eine Zunahme mit wachsender Aktivie- 
mgsenergie. Dieses Verhalten stimmt somit qualitativ mit den theoretischen 
ussagen überein. Die Proportionalität zur reziproken Temperatur scheint 
Hoch nicht zu bestehen. Überdies zeigt sich eine auffallende Abhängigkeit der 
fferentialen Thermospannung von der Temperaturdi/ferenz, die bis jetzt noch 
tine Erklärung gefunden hat [100]. 

Eine sehr gute Bestätigung des 1/7-Gesetzes liefern dagegen die Messungen 
a WRIGHT und ANDREWS [130] am NiO. Nickeloxyd ist trotz unvollständig 
fülltem 3 d-Band kein Metall, sondern ein Mangelleiter. WRIGHT und AN- 
zEews stellten gut zusammenhängende NiO-Schichten durch Oxydation eines 
ckelstreifens dar und untersuchten neben Leitfähigkeit und Hall-Effekt die 
Herentiale Thermospannung bis ca. 700°C. Die Temperaturdifferenz AT zwi- 
hen warmem und kaltem Ende betrug 40—50°, und es soll sich keine Abhän- 
3keit der Thermospannung von AT ergeben haben. Die Frage, ob dies auch 
r bedeutend kleinere Temperaturdifferenzen richtig ist, bleibt offen. Das 
ssultat der Messungen ist in Fig. 36 wiedergegeben. Zwischen 370 und 640°C 

das 1/T-Gesetz tatsächlich sehr gut erfüllt, und es ergeben sich Werte für 
> Aktivierungsenergie AE, von 1,67—1,94 eV, die mit den aus Leitfähigkeits- 
2ssungen bestimmten Werten befriedigend übereinstimmen. 

Die auf Grund der Theorie zu erwartende Abhängigkeit der Thermospan- 
ng von der Störstellendichte n, wurde nicht beobachtet. Offenbar liegt der 
"und darin, daß alle untersuchten NiO-Proben sehr gleichmäßig durchoxy- 
srt wurden. Die Donatorendichte schwankt wenig um einen Mittelwert von 

55:39: 102%.cm 7°: 

Die Untersuchungen von HOGARTH [72, 73] am CdO liefern zwischen 240 
d 570°C sehr ähnliche Ergebnisse. Insbesondere wird die theoretisch gefor- 
rte Temperaturabhängigkeit bestätigt. Ferner liefern diese Messungen wert- 
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volle Aussagen über den EinfluB der Stürstellendichte auf die differential 
Thermospannung. Nach (42), Abschnitt 3.322, ist die Storstellenkonzentration | 
in einem Oxyd eine Funktion des Sauerstoffdruckes wie 


N, = const pl”. (63) 


mV Grad 


70 11 12 13 14 15 16 
> AT rar 
Temperatur in W 
Fig. 36 


(Nach WRIGHT und ANDREWS.) 


Durch Einsetzen in (62), Abschnitt 4.1, findet man für konstante Temperatu 


sofort den Zusammenhang 


dV uy 
77 lee pr (64 


Dieser wird nach HOGARTH durch Messungen an CdO, Cu,O, NiO und Zn@ 
bestätigt. Für die Exponenten n ergeben sich Werte, die gut mit denen überein: 
stimmen, die auf Grund thermodynamischer Uberlegungen von v. BAUMBACH 
und WAGNER [22] und DUNWALD und WAGNER [47] angegeben wurden. 

Einen von der bisher existierenden Theorie völlig abweichenden Tempera# 
turverlauf der differentialen Thermospannung finden BuscH, SCHMID und 
SPÖNDLIN [37] an SiC. Fig. 37 stellt die Resultate für Temperaturen zwischen 
80 und 300°K dar. Das Vorzeichen der Thermospannung stimmt mit den Beob= 
achtungen von HOCHBERG und SOMINSKI [71] und den Messungen des Halk 
Effektes von BuscH und LABHART überein. 
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_ Die Thermospannungen wurden an einkristallinen SiC-Stäbchen gegen 
upfer gemessen. Eine Abhängigkeit der Thermospannung von der Tempera- 
rdifferenz wurde nicht gefunden. Auffallend ist dagegen die eindeutige Ab- 


A Yi Grad 


+300 


+200 


—200 


300 OC schwarz 


Fig. 37 
Differentiale Thermospannung des Elementes Cu-SiC-Cu als Funktion der Temperatur. 
(Nach BuscH, SCHMID und SPÖNDLIN.) 


hme der differentialen Thermospannung mit sinkender Temperatur, die für 
shwarzes) p-SiC besonders stark ausgeprägt ist. Bei 100°K verschwindet die 
yermospannung völlig und bleibt auch bei tieferen Temperaturen Null. Ein 
>rzeichenwechsel scheint damit ausgeschlossen. Eine elektronentheoretische 
Fklärung dieses Verhaltens steht noch aus. 


5. Schlußwort 


Seit mehr als 40 Jahren haben sich Physiker und Physiko-Chemiker mehr 
cer weniger intensiv mit dem Problem der nichtmetallischen Elektronenlei- 
mg beschäftigt. Eine Fülle experimenteller Tatsachen ist gesammelt worden 
id hat zum mindesten in den wesentlichen Zügen eine Erklärung im Rahmen 
r theoretischen Vorstellungen über den Zustand des festen Körpers gefunden. 
aß bis jetzt nur in wenigen Fällen ein in Einzelheiten gehendes Verständnis 
id eine quantitative Übereinstimmung zwischen Experiment und Theorie er- 
icht wurde, ist nicht erstaunlich. Einerseits sind unsere Kenntnisse über die 
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Realstruktur der festen Kérper noch recht liickenhaft, andererseits reiche 
unsere präparativen Methoden nicht aus, um feste Körper zu realisieren, 
unseren einfachen Modellen entsprechen. Welchen Schwierigkeiten man in die 
ser Hinsicht begegnet, zeigt vielleicht am eindrücklichsten das Selen. Trotzdem 
dieses Element Gegenstand einer großen Zahl experimenteller Arbeiten ist, 
kann heute noch in keiner Weise von einer Abklärung der wirklichen Verhält 
nisse gesprochen werden. Auf eine Besprechung dieses Halbleiters wurde daher, 
trotz seiner technischen Bedeutung, im vorliegenden Bericht bewußt verzichtet. 

Trotz der vielen wertvollen Erkenntnisse, die bis heute über Halbleiter g 
wonnen worden sind, besteht kein Zweifel, daß nur äußerst sorgfältige experi 
mentelle Arbeiten weiterhelfen können. Dem Forscher, der sich für dieses sehr) 
reizvolle Gebiet interessiert, mangelt es jedenfalls nicht an Problemen. 
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Natürliche Eigenwertprobleme 


7. Mitteilung 


Von EDUARD STIEFEL und Hans ZIEGLER, ETH., Zürich 


| 1. Problemstellung 


Es gibt bekanntlich drei Zugänge zur Theorie der Eigenwertprobleme und 
er genäherten Losung, nämlich diejenigen der Differentialgleichung, der 
tegral- bzw. Integrodifferentialgleichung und der Variationsrechnung. 
OLLATZ wählt in seinem ausgezeichneten Buch!) — mit der Begründung, daß 
‚weiter führe als die beiden anderen — den ersten Weg und stützt sich dabei 
itgehend auf die Arbeiten von E. KAMKE2). Das Verfahren der Differential- 
ichung hat aber den Nachteil, den physikalischen, insbesondere mechani- 
sen Eigenwertaufgaben, die sich bekanntlich ausnahmslos aus einem Varia- 
msprinzip herleiten lassen, weniger gut angepaßt zu sein als die Methode der 
riationsrechnung, der sich — freilich nicht in dieser Allgemeinheit, sondern 
Hand spezieller Probleme — unter anderen R. GRAMMELS) bedient. Vor allem 
tt sich kaum vermeiden — und dieser Gefahr sind weder E. KAMKE noch 
OLLATZ ganz aus dem Wege gegangen —, daß Voraussetzungen eingeführt 
den, die dem physikalischen Problem nicht adäquat und daher im Einzel- 
I nicht leicht zu überprüfen sind. 

So stellt sich z. B schon bei der Formulierung der Differentialgleichung‘®), 
: ja spezieller Natur ist und insbesondere nur selbstadjungierte Differential- 
sdrücke enthält, die Frage, ob sie die beispielsweise in der Mechanik vor- 
tnmenden Fälle richtig wiedergebe, und ähnlich steht es mit den Randbe-, 
ıgungen. Eine weitere Schwierigkeit tritt mit der Beschränkung auf soge- 
ante definite und selbstadjungierte Eigenwertaufgaben auf, die für zahl- 
he Zwecke und insbesondere für die Begründung der meisten Näherungs- 
fahren vorgenommen wird. Abgesehen davon, daß die Begriffe der Definit- 
t und der Selbstadjungiertheit in der Kamkeschen Definition?) ohne einfache 
ysikalische Bedeutung sind, werden sie, da sie die Existenz von sogenannten 
rgleichsfunktionen voraussetzen, unbrauchbar, sobald keinesolchen angegeben 
rden können. Dies trifft aber bei allen Problemen zu, bei denen der Eigen- 


| 1) L.Corrarz, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung (Leipzig 1945). 
2) E.Kamxe, Über die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei gewöhnlichen linearen 
derentialgleichungen, Math. Z. 45, 759 (1939); 46, 231 und 251 (1940); 48, 67 (1942). 
3) C.B.Brezeno und R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Berlin 1939). 
E) L.CoLvATz, a.a.O., S. 57. 
5) L.CoLLatz, a.a.O., S. 59 und 69. 
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wert in den Randbedingungen vorkommt, und dazu gehören zahlreiche einfach 
mechanische Aufgaben, von denen nur die Längsschwingung des einseitig ein 
gespannten, am anderen Ende eine freie Masse tragenden Stabes genannt set 


Man läßt sich in der angewandten Mathematik bestimmt nicht von einem? 
schlechten Prinzip leiten, wenn man nur Voraussetzungen anerkennt, die sich 
vom Gesichtspunkt der Anwendungen her, im vorliegenden Falle also physt- 
kalisch übersehen und vertreten lassen. In diesem Sinne stellt aber die Methode 
der Variationsrechnung den natürlichen Zugang zu den Eigenwertaufgaben dar 
weil sich die für das mathematische Problem charakteristischen Merkmale in 
einfachster Weise aus den Bindungen des betrachteten Systems und seinen 
Energien herleiten lassen. Die Verfasser dieser Arbeit haben sich deshalb die! 
Aufgabe gestellt, die Eigenwerttheorie zwar unter Beschränkung auf je eine 
unabhängige und abhängige Veränderliche, im übrigen aber möglichst allge 
mein aus dem Variationsprinzip zu entwickeln, wobei als Grundlage Schwin- 
gungs- und Stabilitätsprobleme gewählt und nur physikalisch einleuchtende 
Annahmen zugelassen werden. 


Ursprünglich bestand nur die Absicht, die von L. COLLATZ verwendeten An 
nahmen durch Herstellung des Zusammenhangs zwischen der Variationsaufs 
gabe einerseits und der Differentialgleichung sowie den dynamischen Randbe 
dingungen andererseits zu begründen. Dabei erwies es sich als zweckmäßig, der 
Begriff des natürlichen Eigenwertproblems einzuführen, denjenigen der Definit 
heit neu zu fassen und auf den Begriff der Selbstadjungiertheit im Sinne von 
L.COLLATZ zu verzichten. Damit ergab sich aber die Notwendigkeit, die be 
kannten Sätze der Eigenwerttheorie auf einem neuen Wege zu bestätigen und 
für gewisse Fälle zu verallgemeinern, bei denen der Eigenwert in den Randbesl 
dingungen auftritt. Gleichzeitig bot sich aber auch die Möglichkeit, das Pro 
blem durch eine Integrodifferentialgleichung darzustellen und damit auch def 
dritten Zugang zur Lösung vom Variationsprinzip aus zu eröffnen. 


Den Inhalt dieser ersten Mitteilung bildet die Abgrenzung des Problems 
kreises durch Zusammenstellung der Voraussetzungen sowie die Herleitung 
der Differentialgleichung und der dynamischen Randbedingungen aus dem) 
Variationsprinzip. Die Überlegungen, zu denen in Ziffer 2 einige Beispiele Aus 
laß geben, und die bei Schwingungs- und Stabilitätsaufgaben (Probleme mit 
kritischen Drehzahlen inbegriffen) weitgehend parallel verlaufen, werden i 
den Ziffern 3 und 4 verallgemeinert und führen zur Definition der natürlichem 
bzw. definiten Probleme. Da in zahlreichen neueren Arbeiten — darunter dem 
jenigen von K.FEDERHOFER!) — Differentialgleichungen sechster, achter und 
höherer Ordnung vorkommen, wird dabei die Ordnung des Problems, die im 


1) K.FEDERHOFER, Biegungsschwingungen eines Kreisrings bei konstantem Außen- und Innen- 
drucke, Ing. Arch. 4, 110 (1933); Berechnung der niedrigsten Eigenschwingzahl des radial belastete 
Kreisbogens, Ing. Arch. 4, 376 (1933); Der senkrecht zu seiner Ebene schwingende Kreisbogentrager mW 
I-Querschnitt, Z. angew. Math. Mech, 20, 13 (1940). 
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fer 5 diskutiert wird, nicht beschränkt. In Ziffer 6 wird das natürliche Eigen- 
ertproblem als Variationsaufgabe formuliert und in Ziffer 7 durch Übergang 
if die sogenannten Normalformen formal vereinfacht. Die Differentialglei- 
ung, die in Ziffer 8 gewonnen wird, besitzt bis auf untergeordnete Eigen- 
aften die von L.COLLATZ postulierte Gestalt, ebenso die Randbedingungen, 
xe aber in Ziffer 9 wesentlich präziser formuliert werden können. 


2. Ein Beispiel 


_ Als Beispiel, das zwar etwas konstruiert wirkt, aber durch Spezialisierung 
der einen oder anderen Richtung in verschiedene praktisch vorkommende 
ille übergeführt werden kann, sei die fliegende Welle (Fig. 1) angeführt, 


Y 


51) 


Fig. 1. Rotierende fliegende Welle unter Axialdruck. 


2iche die Länge /, die Dichte o(x), den Elastizitatsmodul E(x), den Querschnitt 
x) mit dem axialen Trägheitsmoment /(x) und dem polaren 2 /(x) besitzt und 
4 freien Ende eine dünne Kreisscheibe mit der Masse M, dem äquatorialen 
fägheitsmoment © und dem axialen 2 ® sowie eine axiale Last P trägt. 
Diese Welle, die sich zunächst mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit « 
n ihre Achse drehen möge, kann unter der einschränkenden Annahme, daß 
> an die (x, z)-Ebene eines mitrotierenden Koordinatensystems gebunden sei, 
khwingungen 

a(x, 0) =v (x) sinot 


sführen, deren Amplitudenfunktionen der Differentialgleichung 
CODES GOT EE wr ory = vod) Perry, CD 


hd den Randbedingungen 
| = 0 


| y= 0 
| Pp ee oy en 
| a Keen, (2.3) 
(ET y" +[P- (0-09) ol]y + (@®+0)My=0 | 
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genügen. Es liegt also ein Eigenwertproblem vierter Ordnung mit dem Eigen 
wert A = o? vor, der auch in den dynamischen!) Randbedingungen (2. 3) auftritt. 

Die Differentialgleichung (2. 1) sowie die dynamischen Randbedingunger 
(2. 3) lassen sich auch aus einem Variationsprinzip herleiten. Die spezifische” 
—d.h. auf die Längeneinheit bezogene — potentielle Energie der Welle ist 
nämlich 


V = [E122 + (wel — Pr? we F 24, (2.4) 


das Glied mit P dasjenige der axialen Belastung darstellt. Die spezifische Ben 
wegungsenergie der Welle ist durch 


De otre: (2. 5) 


gegeben, die beiden Energien der Scheibe durch 


System formuliert, fiihrt auf die Forderung 


1 


/ Be Py a (oe oO") (oly) = (or Od Wey dre 
0 


— [EI y" + (w?— 0?) Oy}, dy, + (2. AR 


+ (Ely) + Py’ = (wo? — 02) oly +0707) My], oy, 0 


für die Eigenfunktionen y, die nur dann fiir beliebige, den kinematischen Rand- | 
bedingungen (2. 2) genügende Variationen dy erfüllt ist, wenn die drei eckigen 
Klammern einzeln verschwinden, die Funktionen y also der Differentialglei 
chung (2. 1) und den dynamischen Randbedingungen (2. 3) genügen. 
Die Auflösung des Eigenwertproblems (2. 1) bis (2. 3), d. h. die Bestimmung 
der Eigenwerte o?, ist praktisch nur dann interessant, wenn die gesamte po- | 

tentielle Energie 

x : 

V=/Var+V= 5 [ET y"® + (001 P)y?— wo Fy?) ax + | 
0 ; 0 (2. 8) 
+, 0?(0 y? — M y) | | 


1) Vgl. die Definition der dynamischen Randbedingungen in Ziffer 5, S. 125. 
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ss Systems positiv definit, d. h. für keine Funktion y, die den kinematischen 
andbedingungen (2.2) genügt, negativ ist. Trifft nämlich diese Voraus- 
tzung nicht zu — und dies kann leicht dadurch erreicht werden, daß man P 
mügend groß wählt -, so ist die Gleichgewichtslage y = 0 labil, und von 
em Schwinger kann nicht mehr gesprochen werden. 

Setzt man o?— 0, so wird aus dem Schwingungs- ein Stabilitätsproblem. 
ieses beantwortet die Frage nach denjenigen Wertepaaren P, w?, für die 
ben y= 0 weitere relative Gleichgewichtslagen existieren, und führt, je 
ichdem man @?* oder P als konstant betrachtet, auf die Bestimmung der kri- 
schen Lasten oder der kritischen Winkelgeschwindigkeiten des Gleichlaufst). 
n kann aber auch das Verhältnis P/w? konstant halten, also von einer durch 
D o gegebenen Grundbelastung ausgehen, 


P=}P, sowie a" =1O; (2. 9) 


tzen und nach denjenigen Werten von A fragen, unter denen eine von y = 0 
irschiedene Gleichgewichtslage existiert. Die Differentialgleichung lautet dann 


(EI y")"=A[-Poy" + wp (ol y’')’ + eFy (2. 10) 


ed liefert, durch die kinematischen Randbedingungen (2. 2) sowie die dy- 
mischen 

EIy"+i19y=0 | 

Pt) (ZM) 
(E1y) +A(Py— oR ely’ +10 My=0 | 


änzt, wieder ein Eigenwertproblem vierter Ordnung, wobei der neue Eigen- 
ert A auch in den dynamischen Randbedingungen (2. 11) auftritt. 

Auch die Stabilitätsaufgabe läßt sich — bis auf-die kinematischen Rand- 
dingungen (2.2) — aus einem Variationsprinzip herleiten. Das d’Alem- 
rtsche Prinzip, vom Standpunkt des mitrotierenden Beobachters formuliert, 
rlangt nämlich, daß die gesamte potentielle Energie in jeder Gleichgewichts- 
ze stationär sei, und führt damit auf die Forderung 


1 
/ [EI y")" +A Py y" — Aw (0 I y) — 10} oF y] by dx + 


i) 
-[EI y" +41 9 y'} dy, — (2. 12) 
H(EI y") +AP,y — A0 01 y +108 M yh dy: = 0, 


<s der durch Nullsetzen der eckigen Klammern wieder die Differentialglei- 
ung (2. 10) und die dynamischen Randbedingungen (2. 11) erhalten werden. 


1) Vgl. C.B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 784. 
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Auch die Lösung des Eigenwertproblems (2. 10), (2. 2), (2. 11) ist praktisch 
nur bedingt von Interesse, nämlich nur dann, wenn die potentielle Energie der 
Grundbelastung, die mit 


I | 
> D) 2 9 1 / N | 

W, = : | (opel — Py) »'?— wp eF y%]dx + 5 0 (Oy?-My;) (2.18 
0 | 


der Formänderungsenergie 
1 


U=, [EIy'2ax (2. 148 

0 

gegenübergestellt werden kann, nicht positiv definit ist. Ware namlich, wie 
dies etwa für große Werte von J und © oder fiir P, < 0, d. h. bei starker Kreisel- 
wirkung oder unter kräftigem axialem Zug zutreffen kann"), W, positiv definit, 
so wäre dies auch die gesamte potentielle Energie V = U + A W, für jedes nicht 
negative A, und die Gleichgewichtslage y = 0 wäre stets stabil. In vielen ein 
facheren Fällen, z. B. beim gewöhnlichen Knickproblem, bei dem man mit 


© = 0 
1 


7 Py | 2 ax (2.15% 


Mes 
3 Ö 
erhält, oder beim Problem der kritischen Drehzahlen ohne Axialdruck und 
Kreiselwirkung, wo aus Py = 0, J — 0 und @ = 0 
I | 

: serait let x a! 

Wy = — > où( [oF v?dx + My) (2. 16} 

0 

folgt, ist indessen W, nicht nur nicht positiv definit, sondern sogar negatiy ! | 
definit, und damit die Eigenwertaufgabe sinnvoll. 


3. Die Schwingungsaufgabe 


Läßt sich — wie dies z. B. bei ebenen Querschwingungen von Saiten, bet} 
Längs-, Dreh- und ebenen Querschwingungen von Stäben, bei rotationssym | 
metrischen Dreh- und Dehnungsschwingungen rotationssymmetrischer Schet | 
ben der Fall ist — die Bewegung eines schwingungsfahigen Kontinuums durch | 
eine Gleichung der Form 
: ead be. t), (a Sag SS b) (3. yt 


1) Vel. C.B. Biezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 798 und 821. 
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eschreiben, so kann man von einem eindimensionalen Schwinger sprechen. 
ie Lage eines solchen läßt sich durch eine einzige Funktion z(x) einer einzigen 
Feranderlichen, die Gleichgewichtslage durch z=0 beschreiben; Voraus- 

tzung (3. 1) schließt demnach die meisten Membran-, Scheiben-, Platten und 
chalenschwingungen, aber auch die nicht ebenen Querschwingungen von 
iten und Stäben aus. 

Die beiden Ränder a, b des Schwingers können frei oder in ihrer Bewegung 
#>hindert sein. Im allgemeinsten Falle bestehen Bindungen in Gestalt eines 
Aıßeren Systems mit endlichem Freiheitsgrad, dessen Lage von z,, z, und den 
tlichen Ableitungen dieser Größen bis zu einer bestimmten Ordnung 7, d.h. 
on 


Z (r) . >. A) 
Poi ao 29; Ahr, Oh (3. 2) 


phangt. Dieses System, das als Träger des Kontinuums bezeichnet werden 
bl, besteht im Beispiel von Ziffer 2 aus dem Einspannkörper und der Scheibe 
ad ist hier insofern spezieller Natur, als zwischen den beiden keine Koppelung 
ssteht. 

Die am Schwinger angreifenden Kräfte lassen sich in der üblichen Weise in 
ie inneren Kräfte, die Lasten und die Lagerkräfte unterteilen. Zur ersten 
‘ruppe gehören in Ziffer 2 die Spannungen im Inneren der Welle, zur zweiten 
ie Axiallast, die längs der Welle wirkenden Zentrifugalkräfte samt den zuge- 
ÿrigen Kreiselmomenten; zur dritten sind die Einspannreaktionen und die 
on der Scheibe an der Welle ausgeübten Kräfte zu rechnen. 

Die beiden ersten Gruppen mögen konservativ und ihre Potentiale so 
Srmiert sein, daß sie in der Gleichgewichtslage z = 0 verschwinden. Damit 
theiden alle Probleme mit innerer und ein Teil derjenigen mit äußerer Dämp- 
ing — z. B. Querschwingungen von nicht vollkommen elastischen oder durch 
ftwiderstand gedämpften Saiten — aus. Ferner sollen sich die spezifischen 
d. h. auf die x-Einheit bezogenen — Potentiale U und W der inneren Kräfte 
zw. Lasten mit 


ee) (3. 3) 


ım spezifischen Potential des Kontinuums zusammenfassen lassen. Diese An- 
ahme eliminiert die nur scheinbar eindimensionalen Aufgaben, wie z. B. die 
iegeschwingung des Stabes unter Berücksichtigung der Querkraft'), bei der 
rch z und seine örtlichen Ableitungen allein die Schiebung an der Stelle x 
id mit ihr die von der Querkraft herrührende Formänderungsenergie nicht 


ndeutig bestimmt ist. 


1) S, TIMoSHENKO, Vibration Problems in Engineering (New York 1928), S. 228. 
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Von der spezifischen Deformationsenergie darf angenommen werden, daß 
sie positiv definit sei, und zwar so, daß 


De 0 (3.41 


ist, solange von denjenigen unter den Größen z, z’,..., a), von denen U wirk@ 
lich abhängt, nicht alle verschwinden. 

Läßt sich V nach Potenzen von z, z’,..., 2") entwickeln, wobei die Koeffi- 
zienten im allgemeinen Funktionen von x sind, so tritt mit Rücksicht auf die 
Normierung das von z und seinen örtlichen Ableitungen unabhängige Glied 
nicht auf. Aber auch die linearen Terme verschwinden, da für z = 0 jedes Ele 
ment im Gleichgewicht ist. Man kann daher, falls mindestens ein Glied zweiten 
Grades von Null verschieden ist, V näherungsweise als quadratische Form 


m 


m 
2 DE Cs (x) 2 ae (Che = Cex) 


1,k=0 


Via] = 


(1) 
der z und die gesamte potentielle Energie des Schwingers mit 


b 
V. [a = [Fax 


a 


anschreiben, und zwar muß V — da sonst m kleiner angesetzt werden könnte 
von den partiellen Ableitungen von z nach x mindestens die m-te enthalten. 
Die c,, sind dabei reelle Funktionen von x, von denen angenommen werden soll, © 
daß sie im Grundintervall a ... b mindestens so oft stetig differenzierbar seien, — 
daß sich die partiellen Integrationen in Ziffer 7 und 8 ohne Schwierigkeiten 
ausführen lassen. Gemäß (2. 4) ist V in Ziffer 2 tatsächlich von der Form (I), 
wobei freilich nur rein quadratische Terme auftreten und ihre Koeffizienten 
unter Umständen Sprünge aufweisen können. Im allgemeinen !) ist auch mit‘ 
dem Auftreten von Doppelprodukten zu rechnen; andererseits kann durch | 
praktisch geringfügige Änderungen erreicht werden, daß die Beiwerte die nötigen _ 
Differenzierbarkeitseigenschaften haben. 
Von der Bewegungsenergie des Schwingers sei angenommen, daß sie sich je 
x-Einheit mit 


PT A WEILER NE (3. 5h 


darstellen lasse, wobei die Punkte Ableitungen nach ¢ kennzeichnen. Ferner 
soll sich T nach Potenzen von 2, 2’, ..., 2” entwickeln lassen, wobei die Koeffi- 
zienten von %, Z, z’,..., 20) abhängen und aus physikalischen Griinden das von 
2 und seinen örtlichen Ableitungen unabhängige Glied sowie die linearen Terme 


1) Zum Beispiel bei den von K. FEDERHOFER behandelten, a.a.O. erwähnten Problemen. 
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irschwinden. Man kann dann 7 unter der Annahme, daß mindestens ein 
flied zweiten Grades von Null verschieden sei, wie schon in (2.5) als qua- 
tische Form 


= il ans 
TT2] = 2 va m,(x) 2 20, (Mm: = Mix) (I) 


T,{Z] = / Tiz] dx (IV) 


irstellen, wobei mit dem gleichen Recht wie die Terme höheren Grades die 
hängigkeit der m,;, von z, 2’, ..., 20 vernachlässigt wird und von allen par- 
ellen Ableitungen von 2 nach x mindestens die n-te vorkommen muß. Die 
:1 Sind dabei reelle Funktionen von x, die im Grundintervall wieder genügend 
t stetig differenzierbar sein mögen. 

- Der Träger kann — von seiner Verbindung mit dem Schwinger abgesehen - 
2i oder gebunden sein bzw. — wie im Fall von Ziffer 2 — aus zwei getrennten 
silen bestehen, von denen noch jeder frei oder gebunden sein kann. Dement- 
#rechend lassen sich die an ihm angreifenden Kräfte in vier Gruppen unter- 
iien, nämlich in die vom Schwinger herrührenden, an den Rändern a, b aus- 
tübten, und die übrigen Lagerkräfte, die inneren Kräfte und die Lasten. Zur 
ten Gruppe gehören in Ziffer 2 die von der Welle herrührenden Reaktionen, 
r zweiten die Lagerkräfte des Einspannkörpers, zur dritten die Bedingungs- 
‘äfte der Starrheit im Inneren der Scheibe und des Einspannkörpers und zur 
rten die Zentrifugalkraft sowie das Kreiselmoment der Scheibe. 

Die erste Gruppe leistet — zusammen mit ihren Reaktionen am Schwinger — 
ti kinematisch möglichen Bewegungen keine Arbeit; von der zweiten werde 
prausgesetzt, daß sie keine Arbeit leiste, und die beiden letzten Gruppen 
ôgen konservativ und ihre Potentiale so normiert sein, daß sie in der Gleich- 
wichtslage verschwinden. Damit scheiden nun auch Schwinger mit Dämpfung 
Rand - z. B. an den Enden mit Dämpfern versehene Stäbe — aus. Ferner 
ssen sich jetzt auch die Potentiale U, und W, der inneren Kräfte bzw. 
asten mit 


RN EN RER] (3. 6) 


ır potentiellen Energie des Trägers zusammenfassen, die für z= 0 verschwin- 
st und von den verallgemeinerten Koordinaten (3. 2) des Trägers abhängt. 

 Läßt sich V, nach seinen Argumenten entwickeln, so fallen wie beim 
shwinger alle Terme nullten und ersten Grades weg; man erhält also unter der 


nahme, daß mindestens ein Glied zweiten Grades von Null verschieden sei, 
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die quadratische Form 


er i) „ek i) „(k 
Va = As NE BL AACHEN 
~ 1,k =0 


(Ari = A4, Cri >= Cix); 


(V) 


in der die A;,, Bin C;, reelle Konstante sind. 
Setzt man weiter voraus, daB sich die Bewegungsenergie des Tragers mi 
den reellen Konstanten D,,, E;;, Fj; als quadratische Form 
D (Dict? AP POE TR), (VI) 
i,k=0 
(Dir er Diz, Fes à ik) 


£ il 
T, [2] = 


2 


der verallgemeinerten Geschwindigkeiten anschreiben lasse, so hat man mit 
(V) und (VI) die Verallgemeinerungen von (2. 6) aufgestellt. 

Hat der Träger weniger als 2 (r + 1) Freiheitsgrade, so bestehen zwischen 
den verallgemeinerten Koordinaten (3.2) Bindungen, die sich, sofern sie”, 
holonom sind, durch voneinander unabhängige Gleichungen der Form 
N EEE ET uy 2) =O, [b= 1, 25.55, 8 2er 1) 
ausdriicken lassen. Entwickelt man hier die linken Seiten, so fallen mit Riick- 
sicht darauf, daB die Bindungen mit dem Bestehen der Gleichgewichtslage 
z= 0 verträglich sein müssen, die konstanten Glieder weg. Man erhält also” 
unter der Annahme, daß je mindestens ein linearer Term von Null verschieden 
sei, s linear unabhängige Randbedingungen der Gestalt 


if 


RS PACTES HP) = 0. [we Lie SE 2 


in denen die &,,, B,, reelle Konstante sind. Diese Bedingungen, die den Frei- 
heitsgrad einschränken und damit als Rinematische oder in Anlehnung an 
C.B. BIEzENO und R. GRAMMEL!) als geometrische Randbedingungen bezeichnet 
werden können, sind von der Bewegung und Belastung unabhängig und damit 
vom Eigenwert frei, gleichgültig, ob es sich um das Schwingungs- oder Stabili- 
tätsproblem handelt. So kommt z.B. o? bzw. À in den dynamischen Rand- 
bedingungen (2. 3), (2. 11) vor, nicht aber in den kinematischen (2. 2). 
Bezeichnet man als zulässige Funktionen diejenigen reellen y(x), welche den 
kinematischen Randbedingungen (VII) genügen, im Intervall a < x <6 
(m — 1)-mal stetig differenzierbar sind und hier eine stückweise stetige m-te 
Ableitung besitzen, so stellen diese lauter kinematisch mögliche Lagen des 


1) C.B.Bıezeno und R. GRAMMEL, a. a.O., S. 136. 
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chwingers dar. Da sich umgekehrt jede solche durch eine reelle Funktion dar- 
llen lassen muß, die den Randbedingungen (VII) genügt und — wie sich in 
fier 5 zeigen wird — die erwähnten Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt, 
sschreiben die zulässigen Funktionen alle passenden Verschiebungen des aus 
chwinger und Träger bestehenden Systems. 

‚ Ist y(x) eine zulässige Funktion, so verkörpert 


212,2) — V(x) Sina, (o + 0) (3.8) 
e kinematisch mögliche Bewegung. Ihre kinetische Energie setzt sich gemäß 
Tj2)= LE RR (VIII) 


ıs den Bewegungsenergien des Schwingers und des Trägers zusammen und 
Bt sich nach (IIT), (IV), (VI) und (3. 8) auf die Form 


T[2] = (T,[v] + 7,[y]) 0? cos? ot (3. 9) 


tingen. Schließt man den trivialen Fall aus, daß das aus Schwinger und 
rager bestehende System, soweit es an der Bewegung teilnehmen kann, 
isselos ist, so muß für nicht identisch verschwindende (x) die Bewegungs- 
ıergie mindestens zeitweise positiv sein, und daraus folgt 


T[y] > 0, (y==0). (IX) 


Ferner kann beim Schwingungsproblem vorausgesetzt werden, daß die 
leichgewichtslage y = 0 nicht labil, mithin die gesamte potentielle Energie 


V[z] = V,[z] + Vi [2] (X) 
ssitiv definit, d. h. 
V[y] 2 0, (y == 0) (XI) 


i. Dabei muB das Gleichheitszeichen zugelassen werden, um den freien 
thwinger — wie er etwa im Falle des ungelagerten Stabes vorliegt — nicht aus- 
schlieBen. 

Die Voraussetzungen (I) bis (XI), die fiir die Schwingungsaufgabe im we- 
tlichen geniigen, sind vorwiegend physikalischer Natur und daher bei kon- 
eten Problemen leicht überprüfbar. Sie gehen nicht über die Forderungen 
aus, die man üblicherweise an einen eindimensionalen, konservativen 
‘hwinger stellt. 


4. Die Stabilitatsaufgabe 


Ahnlich wie beim Schwingungsproblem, wenn auch eine Spur verwickelter, 
gen die Verhältnisse bei der Stabilitätsaufgabe. Hier tritt — wie sich in 
ffer 6 zeigen wird — an die Stelle der potentiellen Energie V die Formände- 
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rungsenergie U, und die kinetische Energie T ist durch das negative Potential 
—W, der sogenannten Grundbelastung zu ersetzen. Die in Ziffer 3 über T ges 
machten Voraussetzungen werden daher gegenstandslos; dafiir sind diejenige 
für V in solche für U und —W, aufzulösen. 

Zerlegt man die potentiellen Energien V, und V, gemäß (3.3) und (3. 6) in 
die Anteile U,, U, und W,, W,, die von den inneren Kräften bzw. den Lasten 
herrühren, so hat, da die Lasten willkürlich geändert und insbesondere völlig 
entfernt werden können, U[y] den gleichen Aufbau wie V[z] in (I), U,[y] den= 
jenigen von V,[z] in (II) und U,[y] die durch (V) für V;[z] gegebene Gestalt, 
wobei die Koeffizienten freilich im allgemeinen nicht dieselben sind. Ferner 
drückt die auf U[y] umgeschriebene Beziehung (X) aus, daß sich die Form 
änderungsenergie aus den vom Kontinuum und vom Träger herrührende 
Anteilen additiv zusammensetzt. 

Führt man — wie schon in Ziffer 2 — eine Grundbelastung mit dem Potential 
W, ein, die sämtliche, am Kontinuum und Träger angreifenden Lasten in eine 
gegebenen Verhältnis umfaßt, und beschränkt man sich auf die Untersuchung 
von Belastungen, die sich als Vielfache dieser Grundbelastung darstellen, so 
kann deren potentielle Energie mit 


Wly] =4(Weoly] + Wo) (4.1 


auf die beiden Anteile des Kontinuums und des Tragers zurückgeführt werden. 
Dabei läßt sich W,,[y] wie T,[2] in (IV), -W,[y] wie T[z] in (III) und -W,o[y 
wie 7,[2] in (VI) definieren, und ferner sagt (VIII) aus, daß sich die potentielle } 
Energie der Grundbelastung additiv aus den vom Kontinuum und vom Trager |} 
herrührenden Anteilen zusammensetzt. 

Die Randbedingungen (VIT) gelten auch hier, wenn z durch y ersetzt wird; 
das Stabilitatsproblem, das der urspriinglich vorgelegten Schwingungsaufgabe 
entspricht, genügt somit, von (IX) und (XI) abgesehen, sämtlichen mit rö- 
mischen Ziffern bezeichneten Voraussetzungen, sofern die darin auftretende 
Größen durch Übergang von V auf U und von T auf —W neu interpretiert | 
werden. Es sollen daher im folgenden Aufgaben, die den Bedingungen (T) bis 
(VIII) und (X) nebst den in Ziffer 5 zu besprechenden Präzisierungen (XII) bis 
(XIV) genügen, als natürliche Schwingungs- oder Stabilitätsprobleme bezeichne 
werden. 

Beschränkt man sich auf Stabilitätsaufgaben, bei denen — wie in Ziffer 2 — 
das unbelastete System nicht schon in der Lage y = 0 im labilen Gleichgewich 
ist, so ist die gesamte Formänderungsenergie positiv definit, mithin (XI) auch | 
für U[y] erfüllt. Diese Annahme bedeutet insofern eine erste Einschränkung des 
Problemkreises, als Fälle denkbar sind, in denen die Gleichgewichtslage y = 0 
für das unbelastete System labil ist und erst durch die Belastung stabilisiert 
wird. Hieher gehört z. B. der durch eine Feder überkritisch auf Druck und 
durch eine Axiallast auf Zug beanspruchte Stab. 
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| Eine weitere Einschränkung wird nötig, wenn das Stabilitätsproblem auch 
T Ungleichung (IX) genügen, d. h. die potentielle Energie der Gundbelastung 
r keine zulässige Funktion positiv sein soll. Im Beispiel von Ziffer 2 zeigt 
imlich (2.13), daß W, in verwickelteren Fällen überhaupt nicht definit ist. 
schränkt man sich aber auf einfachere Probleme, wie z. B. die durch (2515) 
arakterisierte Knickaufgabe oder das Problem (2. 16) der kritischen Dreh- 
hlen ohne Axialdruck und Kreiselwirkung, so ist W, für nicht identisch ver- 
windende zulässige Funktionen negativ und damit (IX) beim Ersatz von T 
arch —W, erfüllt. 

Natürliche Aufgaben, bei denen auch (IX) und (XI) erfüllt sind, sollen im 
igenden als semidefinit oder definit bezeichnet werden, je nachdem in (XI) 
:s Gleichheitszeichen zugelassen wird oder nicht. Zu den semidefiniten Auf- 
ben gehören dann neben einfacheren Stabilitätsproblemen nach Ziffer 3 
ıch sämtliche natürlichen Schwingungsaufgaben. 


5. Die Ordnungszahlen 


Gemäß (I) ist bei natürlichen Problemen die potentielle Energie V[z] dx des 
rischen den Schnitten x und x + dx liegenden Schwingerelementes durch z, 2’,..., 
" gegeben. Die Lage des ganzen Schwingers wird durch eine zulässige Funk- 
on z(x) beschrieben; im Gegensatz dazu ist aber die Lage des Elementes dx 
ı allgemeinen nicht durch den Funktionswert z allein, sondern nur in Verbin- 
ng mit den m — 1 ersten Ableitungen bestimmt, so daß man die Größen z, 

.., 2" =D) als Lagekoordinaten des aus dem Verband gelösten Elementes auf- 
ssen kann. So folgt z. B. in Ziffer 2 aus (2. 4) m — 2, und in der Tat treten in 
r Bewegungsenergie (2. 5) die zeitlichen Ableitungen von z und 2’ auf. 

Um allgemein zu zeigen, daß 2, 2’, ..., 2— die Lagekoordinaten des Ele- 
antes sind, kann man sich zunächst eine passende Verschiebung derart vor- 
ommen denken, daß der Schwinger aus der Gleichgewichtslage z = 0 in die 
‚riierte Lage z übergeht, wobei in einem bestimmten Schnitt x 


zen, =29 0, 20 2 0 


. Unter der Annahme, daß z™) eine Lagekoordinate sei, wäre dann nur noch 
r Schnitt x, dagegen x + dx nicht mehr in der Gleichgewichtslage. Die Ver- 
hiebung würde also eine Deformation des Elementes dx darstellen, und dies 
derspricht der Tatsache, daß die potentielle Energie 


ZN Ai) „(k) 
Vax=. DJ Cpt RAR, (5. 1) 


= 


> in diesem Falle mit der Formänderungsenergie von dx übereinstimmen 
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muß, verschwindet. Es folgt hieraus, daß 2”) als Lagekoordinate ausscheide 
und die Terme 
ml) 20 2, (¢=0,1,...,m) (5% 

in (I) lauter Deformationsenergien darstellen. 
Nimmt man jetzt an, daß auch 2 - ! keine Lagekoordinate sei, so stellt eine 
Variation der Gleichgewichtslage, bei der in einem beliebigen Schnitt x 


ae = = 2" Y=0, 2-0 


ist, weder eine Verschiebung noch eine Deformation des Elementes dx dar, und | 
daraus folgt nach (5. 1), daß c,,,(x) = 0 sein muß. Dann kann aber unter der | 
Voraussetzung, daß ein x existiere, für das wenigstens ein c,„, (1 + m) von Nu 1 | 
verschieden sei, eine Variation angegeben werden, fiir die an der Stelle x 


2= 2 =...=2 D fre em D 0, M+0 2h 40 


und im Ausdruck 


22 ce, gli gl) 
für die potentielle Energie die rechte Seite und gleichzeitig ihr zweites Glied’ 
negativ ist. Da aber nach (5. 2) einer dieser beiden Ausdriicke die Deformations 
energie U dx darstellen muß, ist dann im Widerspruch zu (3.4) U < 0. Es 
müssen also mit c,, auch alle c;,,, (¢ + m) identisch verschwinden. Da dies 
aber der Voraussetzung (I) widerspricht, ist 2" Lagekoordinate, und mit | 
0-5) sind es, wie ohne weiteres aus der Definition der Ableitung hervorgeht, | 
auch I 22. ' 

Hieraus folgt insbesondere, daß die Terme (5. 2) in (I) die ganze Deforma- 
tionsenergie verkörpern, so daß nach (3. 4) 


Cmm(%) > 0 (Xu 


sein muß, gleichgültig ob es sich um die Schwingungs- oder die Stabilitäts 
aufgabe handelt. Ferner muß sich beim Schwingungsproblem die Bewegungs 
energie (IIT) in den zeitlichen Ableitungen 2, 2’, ..., 2-1) der Lagekoordinaten, 
bei der Stabilitätsaufgabe die potentielle Energie der Grundbelastung in diesen 
selbst ausdrücken lassen, wobei unter Umständen eine Anzahl von Termen aus 
fallen kann. In beiden Fällen gilt 


n < m. (XIII) 


| 
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thheBlich reduzieren sich jetzt die verallgemeinerten Koordinaten (3. 2) des 
rägers auf 


+ 


re ge DE ne Te a MEL (5. 3) 
an hat also in den Beziehungen (V) bis (VII) 
r=m—1 (XIV) 


ı setzen. Da dann die kinematischen Randbedingungen (VI I) nur Ableitungen 
zur Ordnung m — 1 enthalten, sind sie im Sinne von E. KAMKE!) die wesent- 
then Randbedingungen und umgekehrt die dynamischen — die sich im folgen- 
tn von selbst aus dem Variationsproblem ergeben werden und Ableitungen 
-ter bzw. höherer Ordnung enthalten — die restlichen Randbedingungen. Es 
It also unabhängig von der Ordnung?) des Problems 

‚ Satz 1: Bei natürlichen Eigenwertproblemen sind die kinematischen Rand- 
edingungen mit den wesentlichen, die dynamischen mit den restlichen 
entisch. 

‚Hieraus und aus der schon anläßlich der Besprechung von (VII) gemachten 
emerkung, daß die «,,, B,, den Eigenwert nicht enthalten, ergibt sich ferner 

Satz 2: Die kinematischen oder wesentlichen Randbedingungen sind bei 
ıtürlichen Problemen vom Eigenwert frei. 

Hieraus folgt in Verbindung mit der Definition der zulässigen Funktionen 

Satz 3: Bei natürlichen Problemen gibt es stets zulässige Funktionen. 

Die beiden letzten Sätze, die physikalisch ohne weiteres einleuchten, sind 

r die Behandlung von Eigenwertaufgaben von Bedeutung, bei denen der 
igenwert in den (dynamischen) Randbedingungen vorkommt?). 
Damit, daß z, 2’, ..., 2” 1) die Lagekoordinaten des Elementes dx sind, V 
ver auch 2™) enthält, rechtfertigen sich schließlich auch die in Ziffer 3 an die 
Hässigen Funktionen gestellten Differenzierbarkeitsforderungen. Wären die 
llässigen Funktionen nämlich im Intervall a<x < b nicht (m — 1)-mal 
etig differenzierbar, so würden sie keine stetige Verschiebung des Kontinuums 
ırstellen, und wenn die m-te Ableitung nicht wenigstens stückweise stetig 
tire, hätte die spezifische potentielle Energie V keinen Sinn. 


6. Das Variationsproblem 


Die Eigenschwingungen 
2(x, t) = y(x) sinot 


1) Vgl. L.Corrarz, a.a.O., S. 58. 2 | 
2) Bei E. KAMKE, a.a.O., S. 70, und bei L.CoLLarz, a.a.O., S. 58, wird diese Übereinstimmung 


r für m = 1 und m = 2 bestätigt. 
3) Und demnach Vergleichsfunktionen gemaB L.CoLLATZ, a.a.O., S. 59, überhaupt nicht mehr 


finiert sind. 
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können im allgemeinsten Falle wie schon im Beispiel von Ziffer 2 dadurch er 
halten werden, daß man mit 


V[z]= V[y]sin®ot sowie T[2] = T[y] 0? cos? ot (6.1) 


die potentielle bzw. kinetische Energie des aus Schwinger und Träger beste 
henden Systems einführt und das Hamiltonsche Prinzip für dieses Gesamt 
system formuliert. Ihm zufolge zeichnen sich die wirklichen Bewegungen vot 
allen anderen, die kinematisch möglich sind und im Zeitintervall 2, — {, von 
einer gegebenen Anfangs- in eine gegebene Endlage führen, durch das Ver 
schwinden der Variation | 


5 {na — Vfz]) dt 


aus. Legt man #, und ¢, etwa durch zwei aufeinanderfolgende Durchgänge durch 
die Gleichgewichtslage fest und verwendet man neben (6. 1) die Abkürzung 


oO 


o? = A, so folgt hieraus, wenn man die Integration über die Zeit sofort ausführt 
(À TTy] — V[y]) = 0, (XV) 


wobei zur Konkurrenz alle zulässigen Funktionen gemäß Ziffer 3 zuzulassen 
sind. 

Auf das gleiche Variationsproblem führt aber auch die Stabilitätsaufgabe 
Führt man nämlich mit 


Uly] sowie AW,ly] 


die potentiellen Energien der inneren Kräfte und der A-fachen Grundbelastung 
ein, so zeichnen sich dem d’Alembertschen Prinzip zufolge die Gleichgewichts 
lagen vor allen anderen kinematisch möglichen durch das Verschwinden der | 
virtuellen Arbeit, d.h. dadurch aus, daß unter Beschränkung auf zulässige 
Funktionen y(x) 

ö(Uly] + 4 Woly]) = 0 (6. 2) 


ist. Mit dem Ersatz von U[y] durch V[y] und von —W,[y] durch T[y] geht aber 
(6. 2) in (XV) über, und damit ist die Analogie zwischen dem Schwingungs- 
problem und der Stabilitatsaufgabe — wenigstens soweit die letztere mindestens 
semidefinit ist — vollkommen. 

Man braucht jetzt zwischen den beiden Aufgaben nicht mehr zu unter- | 
scheiden und kann, indem man (I) bis (XV) zusammenfaßt und die Energie 1 | 
neu mit ® bzw. Y bezeichnet, das natürliche Eigenwertproblem allgemein durch 
die Variationsaufgabe 


(Oy) AL yy) =O (6.3) 
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finieren, die unter Beschränkung auf zulässige und damit insbesondere den 
nematischen Randbedingungen 


ME 


R, [y] = oe (x, yo) + pre PT OU (ar SA Oa m) (6.4) 


v=0 


ügende Funktionen y(x) zu lösen ist. Dabei setzen sich die Ausdrücke 
'y) und YTy] gemäß 


b b 


> 


By | Gyldx+ Oly], Piyi= /Pivdx+ Vy) 5) 


a a 


je zwei Anteilen zusammen, und zwar ist der Reihe nach 


— 1 m : 
Ply] = De 2 Cix(X) ya agit (Cr; = Cik» Cmm > 0), | 
4,k=0 
(6. 6) 
Ps 1 le ‘ 
PTy] > 2 = M;x(X) sy) y, (Mr: Ex Mix), | 
i,k = 0 
: ire, 3 
®,[y] = cm - (Aix ye) i? ap a By, vr ve a Cay ye ya, 
1,R=0 
(Az; ae Air Cr — Cix), 
ae (6. 7) 
1 (a i k) | a 1 R 
Fly) = Bi (Due yi 2h 4 yy + Er VS ya), | 
el 
(D: = Dx; Fri =: F;x) 
d zudem 
MIN: (6. 8) 


rner sind die in (6. 4) bis (6. 7) auftretenden Koeffizienten sämtlich reell ; die 
(x), m;„(x) werden als genügend oft stetig differenzierbar und die kinema- 
chen Randbedingungen (6. 4) als linear unabhängig vorausgesetzt. 

Gilt neben (6.3) bis (6. 8) für zulässige Funktionen 


2y)=0, Fiy>0, (ÿ=E0) (6. 9) 


soll das Eigenwertproblem als semidefinit oder definit bezeichnet werden, je 
chdem in der ersten Ungleichung (6. 9) das Gleichheitszeichen zuzulassen ist 
er nicht. 

Ist y(x) eine zulässige Funktion, so läßt sich jede, in ihrer Nachbarschaft 
laufende, zulässige Funktion in der Form y(x) + en(x) darstellen, wobei & 
e genügend kleine reelle Konstante und (x) selbst eine zulässige Funktion 
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ist. Die im Sinne des Variationsproblems (6. 3) zulässigen Variationen von 
sind also zulässige Funktionen der Form öy = en. Stellt man den in y und 
seinen Ableitungen quadratischen Ausdrücken (6.5) die in y und 7 symme 
trischen Bilinearausdrücke 


om 


Py, 4] = / pe Ge n° dx + 


i,k =0 
4 


Ml . : } : 
+ D (Asn vO n? + Bi (y m8 + no yf?) + Conve? M be 
i,Rk=Q 
2 n 
Pon = [27 may pô dx + 
a 
m — 1 


+8, Day oe Bina ty tie ben m) 
i,k=0 
zur Seite, so erhält man für die zugehörigen Variationen von ® und Y 
dPLy] = e Oly, n], OP ly] = € Ply, nl. (6. LM 
Man kann daher (6. 3) durch 


Oly, 7) AF ly, 9] = 0 (6. 12) 
ersetzen und hat 
Satz 4; Die zulässige Funktion y(x) ist dann und nur dann eine Lésung des 


d.h. ein Exgenwert existiert, so daß für beliebige zulässige Funktionen (x) die 
Beziehung (6.12) erfüllt ist. 

Die Bilinearausdrücke (6.10) genügen übrigens, wie hier noch festgehalten] 
werden soll, den bereits erwähnten Symmetriebedingungen 


D 


Py, n1 = Oly, y], Ely, =n (6. 13} 
und führen mit 7 = y zufolge 
Diy, HD Pl 2# y] (6. 14) 


auf die doppelten Energien zuriick. 


7. Die Normalformen 


Die Eulersche Differentialgleichung und die dynamischen Randbedingungen 
des natürlichen Eigenwertproblems werden durch Ausführung der Variation 
(6. 3) gewonnen. Es empfiehlt sich indessen, die Ausdrücke ®[y] und Y[# 
vorerst auf ihre sogenannten Normalformen zu bringen. 


pr) 


| 
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Zu diesem Zweck sei aus dem Integral 


b 
D.11= | Oly] dx, (7.1) 


essen Integrand nach (6. 6) den Aufbau 
Coo Y? + Cor VY tr + Com vy) + 


L DT God I rm VE He Lo y+ 
CR » (Cee = een) (7.2) 


+ Cmo ae 2 Cm1 7 a Auer Cmm yo 
it, mit 
EN 

Jerry Van, (¢<k-1<m) 

b 
r Beitrag eines beliebigen Doppelproduktes herausgegriffen, das nicht aus 
imittelbar der Hauptdiagonale anliegenden Summanden besteht. Dieser 
sitrag läßt sich durch partielle Integration auf die Gestalt 


|b b b 
| 5 ’ Se 
k-1 ( k— % = 
Copy ye | — / Ci, yD) y Dax ice gas ga 


a a a 


ingen und damit durch Integrale und Randterme ersetzen, in denen die 
chste vorkommende Ableitung nur noch die Ordnung k — 1 aufweist. Durch 
reinigung der Integrale mit den entsprechenden Termen in (7. 1) und Wieder- 
lung des Verfahrens kann man das Schema (7. 2) des Integranden unter fort- 
Setzter Ausscheidung von Randtermen bis auf Summanden abtragen, die in 
Hauptdiagonale stehen oder ihr unmittelbar anliegen. Dabei erhalten die 
bleibenden Summanden, da jede partielle Integration als Schritt in hori- 
taler bzw. in horizontaler und vertikaler Richtung auf die Hauptdiagonale 
‚gedeutet werden kann, mit Ausnahme weniger Terme, unter denen sich ins- 
sondere Cym 92/2 befindet, im allgemeinen neue Beiwerte, und die Rand- 
me lassen sich zu einer quadratischen Form von 


'm-]) 


EEE ET RR aes (7.3) 


sammenfassen. 
Die Beitrage der verbleibenden Doppelprodukte, die von der Gestalt 


b 
fai y yETD gx, (i < m) 


a 


AP 1/9 
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sind, lassen sich zufolge 


b 1b b b 
(i+1) B (i)2 | i+1) ies 2 
/ Dr igi dx x= 4; 54,9" = faery! yl Van hee re dx 
a a a a 
durch 
6 b 
1 aa _ 1 / (2 
FR TE SN PA NE dx 
a a 


ersetzen und damit unter Absonderung weiterer Randterme der Form (7. 3) | 
auf Hauptdiagonalelemente zurückführen, wobei c,,, y"?/2 wiederum keinen | 
Beitrag erhält. Damit ist aber ®,[y] auf die Normalform 


b | 
B, [y] = il à fila) yO? dx + 3 Folyl (7. 4) | 


reduziert, in der im Integranden nur noch Quadrate vorkommen, F,[y]| eine Î 
quadratische Form der Randwerte (7.3), also vom gleichen Aufbau wie ®,[y] | 
in (6. 7) und mit Rücksicht darauf, daß sich der Beiwert von y”? nicht geän- 
dert hat, 
Im(%) = Cmm(x) > 0 (7.5) | 
ist. 
In analoger Weise kann man 
b 


Pio) = | Foidx (7.6) | 
auf die Normalform i 
AUDE LE nt» Jr dx + > Col) 7. 


a 


bringen, in der G,[y] mit Rücksicht auf (6.8) wieder eine quadratische Form } 
der Randwerte (7.3) und 
En) = Man(x) (7.8) } 
ist. f 

Mit (7. 4) und (7. 7) erhält man für die Ausdrücke (6. 5) die Normalformen 


Oly] = +f Shs 08 dx + FU, 


+= 0 
(7.93 
PDA = se. 2 dx + Gly, | 


a 120) 
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wenn man in den quadratischen Formen 
1 1 1 : 
2FD=Bb]+, RD = FE) =%b14+5Gly) (7.10) 


sämtliche Randterme, nämlich diejenigen aus (7.4) und (7. 7) mit (6.7) zu- 

ammenfaßt. Dabei enthalten die quadratischen Formen (7. 10) gemäß (6. 7) 
ur die Randwerte (7. 3), und ihre Koeffizienten sind reell, wie übrigens auch 

lie Funktionen /,(x), g,(x). Schließlich nehmen die Bilinearausdrücke (6. 10), 
enn man von (7. 9) ausgeht, die Normalformen 


b 


Ply, m=] N fey m®dx+Fly,n]), | 


He i=0 


à (7.11) 
Ply, m=) 2 yy dx + Glyn) - | 


EN 

in, wobei Fly, n] die zu F[y] gehörende symmetrische Bilinearform und 
Ay, n] diejenige von G[y] ist. 

Weil m,, im Gegensatz zu c,„„, nicht positiv zu sein braucht, läßt sich der 
Ingleichung (7.5) in (7. 8) keine entsprechende an die Seite stellen. Es ist 
aher nicht ausgeschlossen, daß g„(x) identisch verschwindet, so daß die Zahl n 
Murch eine kleinere ersetzt werden kann. Unter der Annahme, daß alle g,(x) 
identisch Null seien, könnten aber zulässige Funktionen y(x) angegeben wer- 
den, die an den Rändern a, b mit sämtlichen Ableitungen bis zur (m — 1)-ten 
2inschlieBlich verschwinden, im Inneren des Intervalls a < x < b aber nicht 
ädentisch Null wären und nach der zweiten Beziehung (7.9) auf ein ver- 
schwindendes Y[y] führen würden. Dies trifft z. B. beim Schwingungsproblem 
n Ziffer 2 zu, wenn 9 = 0 gesetzt und damit die Masse der Welle gegenüber 
er Scheibenmasse vernachlässigt wird. Der Eigenwert o? tritt dann nicht mehr 
in der Differentialgleichung (2. 1), sondern nur noch in den dynamischen Rand- 
"bedingungen (2. 3) auf, so daß ein Eigenwertproblem mit endlichem Freiheits- 
grad entsteht. 

Die Existenz von nicht identisch verschwindenden zulässigen Funktionen, 
für die Y[y] Null wird, widerspricht aber der zweiten Forderung (6. 9). Man hat 
demnach bei semidefiniten sowie definiten Problemen — mindestens nach der 
Reduktion von n — 


| e„(x) == 0. (712) 
| 
Bei der überwiegenden Mehrzahl der bekannten Probleme — beispielsweise 
auch bei der Schwingungs- und der Stabilitätsaufgabe von Ziffer 2 — liegen die 


Funktionen D[y] und Y[y] von Anfang an in der Normalform vor, so daß man 
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sich fragen kann, ob es wirklich nôtig sei, von den allgemeineren Formen (6. 5), 
(6. 6) auszugehen. Bei der Betrachtung einfacherer Beispiele drängt sich gar die | 
Vermutung auf, daß die Normalform — mindestens bei geschickter Wahl der 
Veränderlichen — ausschließlich auftrete. Diese Vermutung bestätigt sich in- 
dessen bei näherem Zusehen nicht; schon beim in seiner Ebene gebogenen 
Kreisring wird nämlich - wenn man mit x das Azimut und mit y die radiale Ver- 
schiebung bezeichnet - die Formänderungsenergie!) nicht in der Normalform ! 
erhalten. | 


8. Mathematische Formulierung des natürlichen Eigenwertproblems; | 
zugehörige Differentialgleichung 


Nach Ziffer 6 und 7 besteht die natürliche Eigenwertaufgabe in der Er- | 
mittlung der Werte À und der zulässigen Funktionen y(x), die für jede zulässige À 
Variation n(x) der Bedingung | 


Ply, mn] — À Py, 1] = 0 (8.1) 4 


genügen. Dabei sind unter zulässigen Funktionen diejenigen reellen (x) zu ver- | 
stehen, welche die linear unabhängigen, mit reellen Koeffizienten «,,, B,, ge- 
bildeten kinematischen Randbedingungen 


m-1 


R,D)= 3 ur V+ Bar VO) =O, (u—1,2,..,s<2m) (8.2)] 


y= 0 
erfüllen, im Intervall a< x < b (m — 1)-mal stetig differenzierbar sind und} 
eine stückweise stetige m-te Ableitung besitzen. Ferner sind 


b 


Py, m= 198 fy 9? dx + Fly, ql, 


JS 
5 0 


A (8. 3) | 
Ply, m= | 3) ey n° dx + Gly, al | 


1=0 
reelle, symmetrische Bilinearausdrücke, die den Bedingungen 


mon (8. 4) } 
und | 


“4 fm) > 0 | (8.5) | 


1) Vgl. S.TIMOSHENKO, Theory of Elastic Stability (New York und London 1936), S. 209. 
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genügen, und F[y, n], G[y, n] reelle, symmetrische Bilinearformen in den Rand- 
werten 


D RE oy. ES NE 
% Im - 1) 2 (m — 1) (8. 6) 
Na» Na> ++» Na No» Nor +++ Ny . 
Ist zudem 
By,Y120, Ylyyl>0,  (y==0) (8. 7) 
d damit gemäB (7.12) auch 
&n(x) =E 0, (8. 8) 


o wird das Problem als semidefinit bzw. definit bezeichnet, je nachdem in der 
x rsten Ungleichung (8. 7) das Gleichheitszeichen zuzulassen ist oder nicht. 

| Der erste Bilinearausdruck (8. 3) stellt, mit e multipliziert, die Variation 
von ®[y] beim Übergang von der zulässigen Funktion y auf die ebenfalls zu- 
lässige Funktion y + en dar. Er läßt sich durch partielle Integration auf die 
‘Gestalt 


2 m—1 b 
Ply, = [Mavlnar+| 5 M,[y] "| + Fly, 7] (8. 9) 
1=0 a 
bringen, wenn man zur Abkürzung 
D) Te PT), (= —1,0,1,:..,# =A) (8.10) 
k=i+1 


setzt. Entsprechend geht der zweite Ausdruck (8. 3) mit 


n 


Dee ede te YY steeds At 1 Os Les oy here Det 


k=i+1 


< n—1 ie 
Fyn) = ih N_y[y] n dx + 2 N;[y] dl + Gly, m] (8. 12) 


über. 

Setzt man (8. 9) und (8. 12) in die Variationsgleichung (8. 1) ein und ver- 
langt man zunächst nur, daß diese für diejenigen zulässigen Variationen von 7 
erfüllt sei, für die an beiden Rändern 7 = n’ =... =~) = 0 ist, so kommt 
man in der bekannten Weise auf die Differentialgleichung 


M[y]=ANIy] (8. 13) 


des Eigenwertproblems, die nach (8. 10) und (8. 11) mit den linearen, selbst- 
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adjungierten Differentialausdrücken 


Mm N 


Miy]=M_W]= ZA) (fey), Ni] = Nlyl oo (-1)' (gx y) (8.14) 


k=0 . =0 


gebildet ist. Es gilt mithin 

Satz 5: Natiirliche Eigenwertprobleme führen auf die lineare Differential- 
gleichung (8. 13), in der M und N selbstadjungierte, mit den reellen Funktionen 
f.(x) bzw. g,(x) gebildete Differentialausdrücke der Form (8. 14) sind. Zwischen 
ihren Ordnungen 2 m und 2 n besteht die Ungleichung (8. 4); die Funktion f„, 
genügt der Ungleichung (8. 5) und g„ bei mindestens semidefiniten Aufgaben 
der Bedingung (8. 8). 

Man kommt also hinsichtlich der Differentialgleichung bei natürlichen Pro- 
blemen mit zwei geringfügigen Abweichungen auf die Beziehungen, die bei 
L.CorLAtz!) als Voraussetzungen formuliert sind. Die erste Abweichung be- 
steht in der Verschärfung (8. 5) der Collatzschen Annahme /,, + 0, die zweite: 
im Verzicht auf die Forderung g, + 0, die nur bei mindestens semidefiniten 
Aufgaben in der abgeschwächten Form (8. 8) erfüllt ist. 

Daß sich die Annahme g, + 0 physikalisch nicht vertreten läßt, zeigt schon 
die Schwingungsaufgabe von Ziffer 2, wo aus (2. 5) gn = g, = oT folgt. Dieser‘ 
Ausdruck kann zwar nicht negativ, wohl aber in gewissen Teilintervalien, in 
denen die Welle genügend dünn ist, vernachlässigt und damit gleich Null ge- 
setzt werden, ohne dab das Schwingungsproblem seinen Charakter ändern 
würde. 


9. Die Randbedingungen 


Damit die Variationsgleichung (8. 1) für alle zulässigen Variationen 7 und 
nicht nur für diejenigen erfüllt ist, mit denen in Ziffer 8 die Differentialgleichung; 
erhalten wurde, muB nach (8. 9) und (8. 12) fiir jeden Wertesatz 


Hes Nien Von ene: eee (9. 1). 


der den kinematischen Randbedingungen (8. 2), d.h. den Forderungen 


m-1l 
Rte 2. (Ouse Bp =O, A 1 2s = 2) 
genügt, ie 
m-1 | 
Piz + Fa 2 || 3 Nor" | +e, n| =o (9. 3) 
sein. 


IT GOLLATZ; a.a.0., S.57. 
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Die Ausdrücke F[y, n], G[y, 7] sind nach Ziffer 7 symmetrische Bilinear- 
formen in den Randwerten (7. 3) und (9. 1), die den gleichen Aufbau wie die 
Bilinearformen in (6. 10) haben und sich mit den Abkürzungen 


OFTy, n] OF ly, n] 
Be vibre ts 
[y] on) »[y] on) 3 
9.4) 
0G @ ( 
De un Out = TL 
On, Ont 
als Linearkombinationen 
m—1 | : m—1 : x 
Fly, 4] = à Pin + Pam Gr, nm = D- Qi? + Qin?) (0.5) 
t= i=0 


der Randwerte (9. 1) anschreiben lassen. Bezeichnet man die Randwerte der 
Differentialausdrücke (8. 10), (8.11) mit M;,, M;, bzw. N ;a, N;,, und setzt man 
allenfalls 


ee) 
‘so kann man (9. 3) durch 
| m-1l ‘ 
On Pains (MP) nl 
1=0 


=| Sin + Qu) 1° Er (Nia — Qa) ne) 0) 


i= 


versetzen, und hiefür erhält man mit den Abkürzungen 
Say) = Mia — Pia — A(Nia — Ora), | 
UM, PP, AN 0%): | 
‚schließlich 


Gz: Onl, DANO 


m—1 


N (Silo nf? — Sly n°) = 0. (9. 8) 
i=0 
Gemäß (8. 5) und (8. 10) sind die M,., M;, lineare Differentialausdrücke 
(2 m — i — 1)-ter Ordnung, zufolge (8. 11) die N;,, N, solche Zn — i — 1)-ter, 
nach (8.4) mithin niedrigerer Ordnung in y, bzw. y,, während die P,., Pio, 
Q:q Qi» gar nur von der Ordnung m — 1 sind. Die durch (9. 7) definierten 
Größen S,,, S;, sind demnach lineare Differentialausdrücke der Ordnungen 
m<2m—i—1<2m—1inden Randwerten y,, y,, und da keine zwei von 
ihnen die gleichen . Argumente und gleichzeitige dieselbe Ordnung haben, sind 
sie sämtlich linear unabhängig. 


L 
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Die s linear unabhängigen Gleichungen (9. 2) besitzen insgesamt 2m — $ 
linear unabhängige Lösungssysteme (9. 1). Die Forderung (9. 8) verlangt daher | 
das Verschwinden von 2m —S unabhängigen Linearkombinationen den Siar | 


bis (2m — 1)-ter Ordnung in y, und yy, deren Koeffizienten im allgemeindll | 
aber den Eigenwert À enthalten. Es gilt also — wie R. GRAMMEL!) in verschie- | 
denen a gezeigt hat - allgemein 


gänzung der kinematischen Randbedingungen 


m-] 


RDI= 2 us YA + Buy Vs) = 0, (u = 1, 2 10, S < 2m) (9.9) 1 


2 m — s weitere linear unabhängige Forderungen, die in der Gestalt 


2m-1 


RLY] = 3 (eu Ve + Buy Ve) = 9, (u=s+1,s+2,...,2m) (9.10% 
v=0 


angeschrieben werden können, und deren Koeffizienten reell sind, im allgemeinen | 
aber den Eigenwert À enthalten. 

Um die Bedingungen (9. 10) explizit aufzustellen, beruft man sich auf die 
lineare Unabhängigkeit der kinematischen Randbedingungen (9. 2) und löst 
diese nach s unter den Randwerten (9. 1) auf. Die übrigbleibenden Randwerte 
sind dann kinematisch — und, wie sich sofort zeigen wird, auch dynamisch — 
unabhängig; sie definieren die allgemeinste virtuelle Verschiebung des Trägers | 
und können als freie Randwerte bezeichnet werden. Führt man in (9. 8) die, 
Randwerte sämtlich auf die freien zurück, so kommt | 


> (Say) nf — Sia? = 0, (9. 11) 


wobei die S;,, S;, Linearkombinationen der S;,, S;, sind und der Strich beim 
Summenzeichen andeutet, daB nur noch tiber die freien Randwerte zu sum- 
mieren ist. Mit der Forderung, daß (9. 11) für jeden Satz freier Randwerte er- 
füllt sei, gewinnt man dann die 2 m — s Randbedingungen (9. 10) in der Form 


Sn ne, (9. 12) 


Da die S;,, S;, linear unabhängige Differenyialausdrücke m-ter bis (2m — 1)- 
ter Ordnung sind, weisen auch ihre Linearkombinationen, insbesondere also die 
Sia, S;» sowie deren Linearkombinationen, mindestens die Ordnung m auf. 
Es ist daher unmöglich, durch Kombination der Randbedingungen (9. 12) 
bzw. (9. 10) solche der Form (9. 9) zu erhalten. Die neuen Randbedingungen. 


1) C.B.BiEzeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 168. 


| 
| 
| 
| 
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sind mithin nicht kinematischer, sondern dynamischer oder im Sinne von 
IE. KAMKE 1) restlicher Natur. Es gilt demnach 

Satz 7: Die vom Variationsprinzip gelieferten Randbedingungen (9. 10) sind 
‚dynamische oder restliche und ergänzen die kinematischen oder wesentlichen 
(9. 9) zu einem System von 2 m linear unabhängigen Randbedingungen. 

ı Schließlich folgt daraus, daß die linken Seiten von (9. 12) Linearkombina- 
‚tionen der rechten Seiten von (9. 7) sind, 

|  Satz8: Die dynamischen Randbedingungen enthalten den Eigenwert À 
‚höchstens in linearer Form. 

Mit diesen Ergebnissen sind die Voraussetzungen, die L.COLLATZ?) an die 
Randbedingungen stellt, bestätigt, gleichzeitig aber wesentlich präzisiert. Ein- 
‚mal durch die bereits in Ziffer 5 ausgesprochene Feststellung, daß die kinema- 
tischen Randbedingungen (9. 9) den Eigenwert À nicht enthalten, so daß zu- 
lässige Funktionen im Gegensatz zu den sogenannten Vergleichsfunktionen 
stets definiert sind. Dann aber auch mit der Bemerkung, daß A in den dynami- 
schen Randbedingungen (9. 10) nur in linearer Form auftreten kann. 

Stellt die Funktion y(x) zusammen mit dem Wert 2 eine beliebige Lösung 
der Differentialgleichung (8. 13) und der Randbedingungen (9. 9), (9. 10) dar, 
So ist sie eine zulässige Funktion, welche die Forderung (8. 1) für beliebige zu- 
lässige Variationen 7 befriedigt. Die Ergebnisse von Ziffer 8 und 9 führen also 
zusammen mit Satz 4 auf 
"Satz 9: Die Eigenfunktionen y(x) — und nur diese — lösen zusammen mit den 
zugehörigen Eigenwerten À die Differentialgleichung (8. 13) und die Randbe- 
dingungen (9. 9), (9. 10). 

Bei vielen Aufgaben kommt der Eigenwert À auch in den dynamischen 
| Randbedingungen nicht vor. Notwendige und hinreichende Bedingung dafür 
ist gemäß (9. 3), daß für beliebige zulässige Funktionen y und 7 


| 
| 


I 


n-1l b 
bs Ny] “| + Gly, 9] = 0 (9. 13) 
i=0 a 


ist. Bemerkenswert ist, daß hiezu die — durch das Beispiel des längsschwingen- 
‘den, mit einer Endmasse versehenen Stabes nahegelegte — Forderung, daß der 
Trager keine Bewegungsenergie besitze, nicht ausreicht. Dies zeigt sich schon 
im Fall der fliegenden Welle (Ziffer 2), bei der man durch Weglassen der 
‘Scheibe, d. h. durch Nullsetzen von M und © die zweite Randbedingung (2. 3) 
nicht von o? zu befreien vermag. In der Tat folgt auch dann, wenn von An- 
fang an die Normalformen vorliegen, nach (7.7) also G[y] = 0 ist, aus dem 
Verschwinden von W,[y] nach (7.10) zwar G[y]=0, aber noch nicht die 
‚Gültigkeit von (9. 13). 


PNR COLUATZ, 2.2.0, S. 58: 
BME COLLATZ 24 0, 8.07. 
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Es wäre interessant, die Möglichkeit der Umkehrung der Sätze 5 bis 8 zu, 
überprüfen, d.h. zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein Eigenwert- 
problem natürlich (und definit bzw. semidefinit) ist, wenn seine Differential- 
gleichung den in Satz 5 und seine Randbedingungen den in den Sätzen 6, 7 
und 8 beschriebenen Aufbau haben. | 


Summary 


Eigenvalue problems, arising from questions of stability or in connection | 
with vibrations, may be approached (a) as problems of the calculus of variations, 
(b) by establishing their differential equation, (c) by means of their integral (or 
integrodifferential) equation. Up to the present, method (b) has been farther 
developped than the other ones; still it does not apply to problems whose 
eigenvalue figures explicitly in the boundary conditions. In order to overcome 
this defect, it is advisable to use method (a) which, from a physical point of | 
view, offers the advantage of facilitating the mathematical interpretation of 
mechanical restrictions and vice versa. 

The authors intend (i) to generalize the theory of eigenvalues for the above! 
mentioned case and (ii) to establish the connections between methods (a), (b), ! 
and (c) on a most general scale, viz. for so called “natural problems”. In this 
first communication, they connect methods (a) and (b), restricting themselves 
to the case of one independant and one dependant variable. 


(Eingegangen: 8. 7. 49.) 


Measurements of Electric Dipole Moments 
by a Microwave Resonance Method 


By GEORGE W. EPPRECHT, Pasadena?) 


The dipole moments of ozone, Freon-12 (dichlorodifluoromethane CCLF,) 
and Freon-13 (monochlorotrifluoromethane CCIF,) have been determined at a 
frequency of 9,400 megacycles. Using the dielectric constant ¢ as a starting point, | 
polarisation is obtained by the Clausius-Mosotti expression. According to, 
Debye the dipole moment can be calculated from its variation with tempera- 
ture: 

e—1 M 47 2 
ra Meter) L 


Here N = N,d/M is the Loschmidt number and k the Boltzmann constant. Hi 


1) 1947-8 graduate exchange student and research fellow at the California Institute of Tech- | 
nology, Pasadena. : | 
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our case the dielectric constant has been determined in relation to the one of 
a known gas, but the method could easily be adapted for absolute measure- 
ı ments. 

The above formulæ are only valid for gases at low pressure or for highly 

‚diluted liquids. Working with gases only, these conditions are fulfilled in our 
(case. Strictly speaking, the described method does not yield values for the 
(dielectric constant but rather for the velocity of propagation of electromag- 
netic waves in the medium (or its index of refraction). It can be shown numer- 
‘ically that for a paramagnetic gas such as oxygen the influence of the magnetic 
iy. is only about 1/300 of the electric polarisability. With our accu- 
|racy of some percents paramagnetism can therefore be entirely neglected. Also 
ino effects of saturation will occur at the field strengths which are present in 
|the cavities which means that the dipoles oscillate only with very small angles 
(even at breakdown field strength the angle of rotation is only of the order of 
1, degree). 

Much more critical is the influence of axial inertia at the high frequencies 
‚used. Without accurate knowledge of the molecular structure, however, we can 
‘only make a very rough estimate of this influence. In addition to this dipolar 
| absorption selective absorption bands in this range are possible. Various sub- 
_stances with molecular resonances in the centimeter-range have already been 
‘found and their special properties have been made use of (NH, “atomic clock”). 
_With 3 cm waves there are probably no complications in measuring ozone but 
when dealing with the results of the Freons some precaution is called for. 


= 


—— 


Description of Method 


Two cavities are fed by a klystron (type 723) whose repeller voltage is 
‘modulated to sweep the frequency over a certain range in which lie the resonan- 
ces of the two cavities. The rectified output of the two cavities is amplified 
and fed. with opposite sign into a mixer stage. The result is observed on an 
oscilloscope whose horizontal deflection is proportional to the modulating re- 
peller voltage. The principle now is to tune the cavities to the same frequency 
by adjusting the two resonance peaks on the oscilloscope to coincidence (Fig. 1). 
Best results are obtained if the two cavities have a slightly different Q. 

One of the cavities is mounted in a vacuum tight chamber which contains 
the known standard gas. Means are provided to adjust the pressure in this 
cavity to anywhere between 0 and 760 mm Hg. Thus, using e. g. oxygen as 
reference gas, the dielectric range from 1:000000 to 1-000530 is extended to a 
scale of 760 mm. Into a thermostat is built the second cavity, designed to make 
| measurements with a continuous gas flow. Measurements are made in the 
following manner: both cavities are filled with the standard gas and tuned, 
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first by adjusting the length of one cavity by a micrometer, then by varying 4 
the gas pressure of the standard gas. Now cavity 1 is filled with the test gas 
(or its mixture with a known carrier gas) and the pressure in cavity 2 read- 
justed to frequency coincidence. Using the subscripts 1 and 2 for the cavities, 


CAVITY 1 


CAVITY 2 


out of lune near coincidence coincidence 


Fig. 1. Oscilloscope patterns. 


a and b for the first and second frequency coincidence respectively, further 0 | 
for the normal condition of the gases (0°C, 760 mm Hg), we write: | 


de Ô a a 6 a P a 6 a p 
Ô150 = cn [ ous 2 : ain 2 EB en (= ee 1). (2) 


14 2a 


Gas mixture formule are applied if the gas 15 is a mixture of the test gas and 
a known standard. If the dielectric constant of the test gas is higher than the | 
one of the standard gas, we fill the pressure chamber with the test gas and the 
evalution follows the same line. 

The accuracy of this method depends primarily on the Q of the cavities. 
To keep the Q value high, only loose coupling to input and output of the | 
cavities may be used resulting in a. rather low output from the detectors. | 
Under these circumstances complete elimination of hum is hardly possible. 
Accordingly, we best choose a scanning frequency of 500 to 1000 c.p.s. in order 
to be able to filter out the power frequency. Good frequency and phase response 
up to 10 kilocycles are then sufficient for mixer and amplifier. Tuning is | 
facilitated if the depth of modulation is variable. 

Some technical details deserve special attention: 

Common materials for cavities have coefficients of thermal expansion of | 
1—3x10~° per degree centigrade. Variations of frequency being of the same : 
order as variations of geometrical dimensions of the cavities it is obvious, | 
therefore, that difficulties will arise with our desired accuracy of approximately | 
1076. In our experimental set-up cavities were designed with a temperature | 
compensation by using metals with different thermal expansion coefficients. 
At the same time the temperature was kept within 1°C by means of a thermo- 
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Stat. It would be better still to use Invar steel or quartz with metallized sur- 
faces as material for the cavities. This would enable absolute measurements. 
suitable cavity provided with a differential micrometer allows to take direct 
easurements of the change in wavelength. Hines worked with a cavity ten 


où /ZWP TRAP 
B and VAC, SEAL 


ATTENUATURS 


FLOWMETER 


rea 


Fig. 2. Two cavity systems for measurements of the dielectric constant of gases. 


wavelengths long, but with his cavity of brass the obtained accuracy was far 
below of what might be expected from this method. 

With some gases corrosion of cavities and waveguides may set in. For the 
tests on ozone, the silverplated cavities had to be given a Tygoon coating which, 
however, increases difficulties at higher temperatures. Subsequently, gold- 
plating was tried with success although entailing a slight lowering of the ©. 
Ozone being very corrosive especially at higher temperatures where decom- 
position also increases, various problems arise which can, however, be over- 
come by the use of suitable materials. 

Another difficulty results from the extensive temperature range which we 
want to cover: connections to the cavities need not only a vacuum seal but 
must also be temperature insulated without substantially decreasing the per- 
formance of the waveguides. With no heat insulation the temperature fall near 
the cavities becomes excessive. Thus much heat is dissipated which is detri- 
mental to other components of the equipment (crystal diodes). If the wave- 
guides are not evacuated then, at low temperatures, water will condense on 
the walls. Temperature insulation was made in two steps with a pair of choke 
flange connections, avoiding metallic contact. Another possibility would be to 
design waveguides with low thermal conductivity such as glass with only a 
metallic film of the necessary thickness. 
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Measurements 


Oxygen and dry air served as standard gases. Values of the dielectric con- 
stants found in literature vary by several percents. We considered the values 
obtained by CratN!) to be the most likely ones for the frequency at which we | 
carried out our measurements: 

dry air ö = .000572, 

oxygen 6 = .000530 
We checked up on the difference of the above values and theyjtallied to with- 
in LA. 4 

Impurities of carbon dioxyde and especially of water with its high dipole 
moment greatly influence the results; so vacuum sealing is essential. 


Se el 
„00300 | 
— ie 

— || 


at 0°C, 760 mm Hg. 


0 / 2 3 4 5 Let? 


Fig. 3. Variation of the dielectric constant with temperature. 


If the error due to each individual component is not to exceed L % the 
corresponds to the following percentages: 


Water. 2 acne 5 Dee 0032 
air (with 3% abs. humidity). .16 % 
COLE tte Re Le 
ING state 9% 


(if we use oxygen as standard gas). 

Measurements have been made with oxygen, water (only to check the 
method), ozone (O,), Freon-12 (CCLF,) and Freon-13 (CCIF,). Ozone was pro- 
duced from oxygen by using a high electric field strength. By cooling the 
ozonizer properly, an ozone content of about 8 volume percent was obtained 
which was determined by a flow measurement in connection with a titration 


1) CrAın used a similar method to ours; his results were published at the time we compiled | 
our own. 
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‘absorption of ozone in a solution of potassium iodine, titration by sodium- 
hiosulphate). 

All measurements have been reduced to 0°C and 760 mm Hg. The ö-values 
re plotted versus an inverse temperature scale in Fig. 3. The slope of the 
urves is proportional to the dipole moment. A check for the graph may be 
nad at T= oo (no dipole movement). That value corresponds to the dielectric 
onstant of the solid state which, however, cannot indiscriminately be com- 
ared with values obtained from measurements at lower frequencies (constituting 
ut a lower limit) as there may be absorption bands in between. Our results 
are summarized in table 1. 


Table 7 
(Errors in units of the last decimal) 
Temperature Dielectric Dipole moment es 
ee range constant € 1018 extrapolated, 
investigated at OC, ae ees red. to 0°C, 
oK 760 mm Hg 8 760 mm Hg 
L? H,0 320-390 | 1-01080+ 20 | 187-45 
| & 194— 360 | 1-00190 + 2 52 + 3 1:00108 + 10 
CCLF, 300 410 | 1-00355+ 2 55 + 3 1:00263 + 10 
CCIF, 273— 420 | 1-00257 + 2 +39 + 2:5 1:00210 + 10 
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Zusammenfassung 


Aus dem Temperaturverlauf der Dielektrizitätskonstanten wurde das elek- 
rische Dipolmoment einiger Gase bestimmt. Das Verfahren benützt den Vorteil 
hoher Resonanzgüte von Hohlraumresonatoren für 9400 MHz. Während der eine 
Resonator nacheinander das Versuchsgas und ein bekanntes Vergleichsgas ent- 
hält, wird der andere durch Variation des Gasdruckes auf Frequenzkoinzidenz 
singestellt. Mit der behelfsmäßig aufgebauten Versuchsapparatur wurde eine 
Genauigkeit von ca. 2 10 in e und ca. 6% für das Dipolmoment erreicht. Der 
Versuch zeigte aber, daß die Genauigkeit des Verfahrens wesentlich gesteigert 
verden kann, d.h. auf nahezu 10” in e. Die Methode kann leicht ausgebaut 


| 
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werden zu Absorptionsmessungen; dazu müssen nur die Verstärker geeichte 
Eingänge erhalten, damit die Variation der Güte der Resonatoren gemessen 
werden kann. Ein Nachteil der Apparatur besteht in der fixen Frequenz. Da- 
durch hat man keine Anhaltspunkte, ob zufälligerweise ein Absorptionsband in 
der Nähe des Meßpunktes liegt, was die Messungen stark beeinflussen kann. Es 
würde sich lohnen, zu versuchen, die Methode auszubauen für Messungen auf 
einem kontinuierlichen Frequenzband z.B. von 3000 —- 30000 MHz. 

Die vorliegenden Messungen wurden 1947/48 am California Institute of Tech- 
nology, Pasadena, durchgeführt, wo sie von R. H. MACNEAL, A. F. FAIRBANKS 
und Hines unter der Leitung von W. H. PICKERING begonnen worden waren. 


(Received: 22. 11. 49.) 
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Elastische Wellen in porôsen Medien 
(Vorläufige Mitteilung) 


von FRITZ GASSMANN, ETH., Zürich 


o sei die Dichte, E der Zugmodul und yw der Schubmodul eines homogenen, 
isotropen Mediums. k = E u/[3 (3 u — E)] ist dann der Kompressionsmodul. Im 
Medium pflanzen sich elastische Longitudinalwellen mit der Geschwindigkeit | 
Vik + (4 u/3)]/o und Transversalwellen mit der Geschwindigkeit Vulo fort. Diese 
Beziehungen gelten auch, wenn das Medium nur makroskopisch homogen und 
isotrop ist, in Wirklichkeit aber kommunizierende Poren besitzt. Die Moduln E, | 
u und À beziehen sich dann auf Versuche am geschlossenen System, d. h. mit 
nach außen abgeschlossenen Poren, was die freie Zirkulation der Porenfüllung 
verhindert. Die entsprechenden Konstanten bei offenen Poren seien E, 4 und À. 
Sie geben das elastische Verhalten des Gerüstes an, das entweder ein poröser 
Festkörper oder ein aus festen Körnern bestehendes Lockermaterial ist. Die ela- 


stischen Konstanten des festen Materials, aus dem das Gerüst besteht, seien E, 
A und À. Die Poren seien mit einer Flüssigkeit oder einem Gas gefüllt mit dem 


Kompressionsmodul À. n sei das Verhältnis des Porenvolumens zum Gesamt- 
volumen, also die Porosität. Alle elastischen Konstanten beziehen sich auf die 
kleinen reversiblen Deformationen beim Durchgang elastischer Wellen. Auf. 
Grund der Elastizitätstheorie kann man folgende Beziehung aufstellen: | 


RR 
biz fh pr wobei K — we > 
RL n (k —k) 
K 


Macht man noch die Hypothese w= x, so lassen sich die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten elastischer Wellen im porösen Medium berechnen aus den Ela- 
stizitätskonstanten des Gerüstes, des festen Gerüstmaterials und der Poren- 
füllung. 


(Eingegangen: 8. 11. 49.) 
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Das Bestimmen von Linienintegralen mit Hilfe eines Integraphen 


von HEINz SCHILT, Biel 


Man môchte von einer Kurve C die folgenden Linienintegrale berechnen: 


S=/ds, m=|xds, i= | ads, 

orin ds das Bogenelement der Kurve sei. Diese Integrale lassen sich mit einem 
Integraphen ausmessen. Da der Integraph aber nur von einer Fläche Momente 
eichnen kann, so muß man versuchen, aus 
er Kurve eine geeignete Fläche zu konstru- 
deren, deren Momente in einem einfachen 
Zusammenhang zu den Momenten der Kurve 
stehen. Zu diesem Zweck zeichnen wir Ab- 
standskurven C’ und C” je im Abstand a von 
er Kurve C und erhalten so einen Streifen 
er Breite 2a (vgl. Figur). Falls die Kurve 
‘ndpunkte hat (nicht geschlossen ist), so 
grenzen wir den Streifen durch die Kurven- 
ormalen in diesen Endpunkten ab. 

Ein Punkt P der Kurve habe die Koor- 
“inaten x, y; 7 sei der Krümmungsradius 
er Kurve in diesem Punkte. Die Kurven- 
normale bilde mit der positiven x-Achse den 
Winkel y; auf dieser Normalen liege der 


UNE à Kurve C mit seitlichen Streifen. 
Punkt P(%, y) des Flächenstreifens. Der Ab- PQ =r: Krümmungsradius. 


stand P P werde mit n bezeichnet. 
Ein Flachenelement df des Streifens an der Stelle P kann folgendermaßen 
usgedriickt werden: 


df = (vr + n) dn dy. 


Berechnet man daraus das Flachenelement df des Sektors, der durch zwei 
Benachbarte Normalen aus dem Streifen geschnitten wird, so findet man: 


df = / (vy +n) dn dy = 2ardp=2ads, 


n=-a 


worin ds = y dy das Bogenelement der Kurve C ist. Somit kann die Bogenlange 


SE i ds 
der Kurve C aus der Fläche F i 
F= [at 
‚berechnet werden. Es ist: € 
| Ser 
2a 


Da F mit einem Planimeter oder einem Integraphen bestimmbar ist, so ist es 
inach dieser Formel auch S. 


ZAMP 1/10 
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Das statische Moment einer Kurve 


Unter dem statischen Moment einer Kurve versteht man den Wert des In- 
tegrals m = / x ds. Man bilde das statische Moment M = [ df des Streifens. Da 


¥=x+ncosy und df=(r+n)dndp 


ist, erhält man für das statische Moment dM des Sektors: 
a? 
dM =%(y +n) dndy—2a(xrdp+ , cos p dp). 


Daraus ergibt sich für M: 


AS a? 
= 2a( | x ds + (COS pe «cos m)). 
wobei y, (bzw. 9,) der Winkel ist, den die Anfangs- (bzw. End-) Normale mit der 
positiven x-Achse einschließt. 
Das zweite Glied verschwindet bei einer geschlossenen Kurve und bei Kurven, 
deren Anfangs- und Endnormalen parallel oder symmetrisch zur x-Achse sind. 


Es ist dann 
r M 
/ x ds = 5 


Falls dies nicht zutrifft, muß man das statische Moment M, für einen weitern 
Streifen bestimmen. Wir wählen einen solchen, dessen Rand einen Abstand 
a, = 2a von der Kurve C hat. Durch Kombination von M und M, läßt sich das 
störende Glied eliminieren, es ist dann: 


r 8M -M, 
ee 12a 


Trägheitsmoment der Kurve C 
Das Trägheitsmoment der Kurve C bezüglich der y-Achse ist definiert durch 
= ES ds. 


Man bilde 
I= | x df 


über dem Streifen. Das Tragheitsmoment des Sektors dI berechnet sich ähnlich 
wie oben das statische Moment dM. Wir erhalten: 
2 
AN = PRG) zz ae = (r cos? p + 2 x cos y) dy] - 
Man findet 
I 

rer 2 Ri! 2 

a = fx ds + a? R. 
k ist eine Lange, die nicht von der Streifenbreite abhängt und im allgemeinen : 
nicht verschwindet. Um k zu eliminieren, bestimmen wir das Tragheitsmoment J, 


des Streifens mit doppelter Breite. 
Wie oben findet man 
fra Se 


124 


Bei su 


| 
| 
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‚Da man gemischte Momente mit dem Integraphen bestimmen kann, so gelingt 
Il auch Kurvenmomente von der Form 


| fxyas 


jmit dem Integraphen auszuwerten. 
| Die Methode des Streifens, wie sie hier entwickelt wurde, geht nur so lange, 


als a (bzw. a,) kleiner ist als 7. Insbesondere versagt sie dort, wo die Kurve C 


(eine Ecke hat. Man kann sich jedoch so helfen, daB man die urspriingliche Kurve 
jan der Ecke teilt. Die Streifen der beiden Teilkurven überlappen sich dort, was 
{aber das Integrieren mit dem Integraphen nicht hindert. 


| (Eingegangen: 18. 10. 49.) 


Varia — Miscellaneous — Divers 


| Professor Dr. L. Prandtl 


Am 4. Februar 1950 vollendete Prof. Dr. LupwıG PRANDTL, Gottingen, sein 
75. Lebensjahr. Die Leser unserer Zeitschrift wissen, welchen außerordentlichen 
"Einfluß seine Forschungen auf die Entwicklung der angewandten Mechanik aus- 
| geübt haben und zweifellos weiterhin ausüben werden. Wir wünschen dem Jubilar 
"aufs herzlichste, daß er sich noch lange Jahre und bei guter Gesundheit der Aus- 

wirkungen seiner erfolgreichen Tätigkeit erfreuen möge. 
| Redaktor und Redaktionskommission 


' Wissenschaftliche Tagung der Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik vom 16. bis 19. April 1950 in Darmstadt 


An dieser wissenschaftlichen Tagung wird von in- und ausländischen Rednern 
%.a. referiert werden über moderne Rechenhilfsmittel (Integrieranlagen und 
Rechenautomaten) sowie Tabellierungen. Anmeldungen (insbesondere auch für 
Vorträge) sind zu richten an: Herrn Prof. Dr. A. WALTHER, Fichtestraße 32, 
Darmstadt (Telephon 936). 


International Conference on Semi-Conductors in Reading (Great Britain) 


A conference on the Properties of Semi-conducting Materials will take place 
at the University of Reading from July 10th to 15th incl. 1950. The conference, 
which is assisted by UNESCO, will be under the auspices of the International 
Union of Physics, in cooperation with the Royal Society, and will be organized 
by Prof. N. F. Mort and Prof. R. W. DiTcHBURN. Leading research workers from 
Czechoslovakia, France, Netherlands, Sweden, Switzerland, the U.S.A., and 
Great Britain have accepted invitations to contribute papers. Their subjects 
| include the conductive properties of non-metallic solids, photo-conduction, bar- 
| rier layer rectifiers, crystal triodes, etc., and the relevant theoretical issues. The 

Proceedings of the conference will be published in book form. A General Prospectus 
| can be obtained from the Secretary, Dr. H. K. HENISCH, Department of Physics, 


The University, Reading, England. 
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The International Congress of Mathematicians, 
Cambridge (Mass., U.S.A.), 1950 


Under the auspices of the American Mathematical Society, the International 
Congress of Mathematicians will be held in Cambridge (Mass.) from August 30 to 
September 6, 1950. Main lectures will be presented on recent improvement in the 
fields of algebra, analysis, applied mathematics and topology. For brief reports 
six sections will be established. 

Enquiries should be addressed to the Secretariat of the International Congress 
of Mathematicians, Low Memorial Library, 531 West 116th Street, New York 
CI 27 NS EAU"S A 


Union Radio-Scientifique Internationale (U.R.S.I.) 


La prochaine Assemblée générale de l’Union Radio-Scientifique Internatio- 
nale, invitée par le Comité national suisse de ’U.R.S.I., aura lieu du 11 au 23 sep- 
tembre 1950 à l’Ecole polytechnique fédérale, à Zurich, sous la présidence de 
Sir EDWARD APPLETON. 

L’Union se divise en sept commissions, qui sont les suivantes: 

1° Mesures et étalonnages, 
présidée par Dt J. H. DELLINGER. 

2° Troposphere et propagation des ondes, 
présidée par Dt CH. BURROWS. 

30 Tonosphére et propagation des ondes, 
présidée par Sir EDWARD APPLETON. 

4° Atmosphériques d’origine terrestre, 
présidée par Prof. H. NoRINDER. 

5° Bruits radio-électriques d’origine extra-terrestre, 
présidée par Dr D. F. Martyn. 

6° Ondes et circuits, 
présidée par Prof. Dt B. VAN DER POL. 

7° Electronique, 
présidée par Dt G. LEHMANN, 

dont les sessions auront lieu séparément en principe. 

L’Assemblée générale aura pour but de discuter des sujets scientifiques se 
rapportant aux différentes commissions. 

Des renseignements complémentaires peuvent être obtenus par le Secrétariat 
général de l’Union Radio-Scientifique Internationale, 42, rue des Minimes, 
Bruxelles (Belgique). Les intéressés habitant la Suisse sont priés d’adresser 
leurs demandes au Secrétariat du Comité d'organisation de la IX® Assemblée 
générale de ’U.R.S.I., 7, SternwartstraBe, Case Postale, Zurich 23 (Suisse) — 
Téléphone (051) 327330. 
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Photoelectricity andits Application. By V.K.ZworyKin and E.G.RAMBERG 
(John Wiley & Sons, Inc., New York 1949). 494 pp., 381 Fgs.; $7.50. 

Der in den Kreisen der modernen Nachrichtentechniker sehr wohl bekannte 
Autor Dr. V.K.Zworykin, Direktor der RCA., legt mit dem vorgelegten Buch 


| Vol. I, 1950. Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques 149 


den Lesern die 3. Auflage seiner Photoelectricity in die Hände. Seit dem Er- 
‚scheinen der 2. Auflage im Jahre 1934 haben sich sowohl die grundsätzlichen 
Erkenntnisse als auch die Anwendungen dieses Wissensgebietes sehr stark erwei- 
tert. Dieser Umstand hat in der neuen Auflage gebührend Berücksichtigung ge- 
|funden. Jeder Ingenieur oder Physiker, der mit dem Problem des Photoeffektes 
‚zu tun hat, wird über die Hilfe, die ihm Zworvkıns Buch zu bringen vermag, 
begeistert sein. 

Der Inhalt ist in 20 Kapitel gegliedert und umfaßt neben einer kurzen histo- 
‚rischen Einleitung, einer knapp gehaltenen allgemeinen Theorie vor allem die 
| Beschreibung der Eigenschaften und der Herstellung von modernen Photozellen. 
| Besonders ausführlich werden auch die über weite Gebiete der Technik zerstreu- 
ten Anwendungen behandelt. Um nur einiges aufzuzählen: Meßgeräte, Anwen- 
| dung der Photozellen in der Schallwiedergabe, in der Fernsehtechnik, zur Über- 
tragung von Signalen mit Hilfe von Lichtstrahlen, die Anwendung für Verkehrs- 
kontrolle, Sicherheitseinrichtungen usw. In einem letzten Kapitel ist auch ein 
kleiner Ausblick über die zukünftige Entwicklungsmöglichkeit der Photozelle 
| zusammengefaßt. 

Neben der untadeligen Redaktion, die dem Buche zuerkannt werden muß, und 
dem äußerst sorgfältig bearbeiteten und reichhaltigen Literaturverzeichnis sei auch 
die ansprechende äußere Aufmachung, wie Qualität des Papieres, des Druckes 
‚und des Einbandes, besonders erwähnt. 

i Das Buch gehört zweifellos in die Handbibliothek aller Leute, die sich mit 
‘dem Photoeffekt und seinen Anwendungen beschäftigen. E. Baumann 


Grundzüge der angewandten Geoelektrik. Von V. Fritscu (Manzsche 
| Verlags- und Universitätsbuchhandlung, Wien 1949). 417 S., 408 Abb.; sFr. 58.70. 


Das Buch gibt eine Übersicht über elektrische Eigenschaften von Mineralien 
und Gesteinen und ihre Bestimmung, über die Gleichstrom-, Niederfrequenz- 
und Hochfrequenzmethoden zur Sondierung des Untergrundes und ihre Anwen- 
dung auf die Geologie, Lagerstättenkunde, Baugrundforschung, Hydrographie, 
Glaziologie und Blitzforschung. Es lag nicht in der Absicht des Verfassers, die 
"mathematischen und physikalischen Grundlagen der Geoelektrik systematisch 
zu entwickeln. Das Werk ist daher kein Lehrbuch für den Anfänger. Hervorge- 
gangen aus einer ausgedehnten geoelektrischen Praxis des Verfassers, ist es hin- 
gegen dem Geophysiker wie dem interessierten Geologen und Baufachmann ein 
ungemein schätzenswerter Wegweiser durch die beinahe verwirrende Fülle ver- 
schiedener Methoden und Apparaturen, die in der Geoelektrik verwendet werden. 
Es gibt, unterstützt durch das umfangreiche, dem Benützer hochwillkommene 
Literaturverzeichnis, einen guten Einblick in den heutigen Stand der Geoelektrik, 
sowie mannigfache Anregungen und, oft gleichsam nebenher in den Text einge- 
streut, zahlreiche wertvolle praktische Winke. F. Gaßmann 


Scientific Foundations of Vacuum Technique. By S. DusHMAN (John 
Wiley & Sons, Inc., New York, 1949). 882 pp, 324 Figs; $15.—. 

Die Hochvakuumtechnik hat in den letzten Jahren gewaltig an Bedeutung 
gewonnen. Sie ist in den verschiedensten Zweigen der Technik zu einem unent- 
_behrlichen Hilfsmittel geworden. Neben der Hochvakuumröhrentechnik sei an die 
folgenden Anwendungen erinnert: Hochvakuumaufdampfapparaturen zur Her- 
"stellung von Aufdampfschichten für optische Anwendungen wie Spiegel, reflex- 
 vermindernde Belege, Interferenzfilter ; Hochvakuumschmelzöfen für die Metall- 


urgie; Hochvakuum-Dehydrieranlagen für Blutplasma und Penicillinherstellung, 
Diese drei Beispiele zeigen die vielseitigen Anwendungsmöglichkeiten der modernen 
Hochvakuumtechnik. 

DusHMAN ist denjenigen, die sich mit Hochvakuumfragen befassen, bereits 
bekannt durch sein 1922 erschienenes Buch Production and Measurement of High — 
Vacuum, welches in die deutsche Sprache übersetzt worden ist. Der Leiter der 
Versuchslaboratorien der General Electric Company hat nun dieses Gebiet neu 
bearbeitet. Das vorliegende Werk umfaßt dabei die gesamten modernen Kennt- 
nisse in der Hochvakuumtechnik. 

Als erstes behandelt der Autor die kinetische Gastheorie und die Erschei- 
nungen bei Strömungen von Gasen durch Röhren und aus Öffnungen bei ver- 
schiedenen Drucken. Beides bildet die Grundlage für das Verständnis der Hoch- 
vakuumerzeugung, der Druckmessung und schließlich der Vorgänge in einem ‘| 
Hochvakuumsystem. 

Es folgt eine ausgezeichnete Darstellung der Entwicklung auf dem Gebiete 
der Hochvakuumpumpen. Sie enthält alle wichtigen Daten und Angaben über 
viele heute verwendete Pumpentypen (amerikanische Erzeugnisse). Eingehend 
werden die Hochvakuummeßgeräte behandelt und ihre speziellen Anwendungs- 
möglichkeiten diskutiert. Im selben Kapitel ist auch eine Übersicht über die 
modernen Lecksuchgeräte gegeben, wie z. B. das Massenspektrometer. 

Drei Kapitel sind der Wechselwirkung zwischen Gasen und Dämpfen einer- 
seits und den festen Körpern anderseits gewidmet. Hier findet man Theorie und 
Datensammlung über Gas- und Dampfabsorption unter verschiedenen Bedin- | 
gungen, wie verschiedenen Drucken und Temperaturen. Es wird insbesondere auf 
die Absorptionserscheinungen bei Metallen, Kohle, Silikaten (einschließlich Glas) | 
und Zellulose eingegangen. Hierauf folgt die Behandlung der Diffusion von Gasen 
durch Metalle bei niedrigen Drucken sowie die Gasabgabe durch die verschiedenen 
Metalle. Eine Anwendung dieser Erscheinungen besteht in den Reinigungs- 
methoden fiir Gase durch die Getterung. 

Die mit der Verdampfung von Metallen und Legierungen in Zusammenhang 
stehenden Probleme werden eingehend vom theoretischen Standpunkt sowie von 
der Praxis aus behandelt. Hier findet man eine Großzahl von Tabellen wichtiger ! 
Daten. Schließlich werden die Dissoziationserscheinungen bei Oxyden, Hydriden 
und Nitriden besprochen sowie die Oxydationsvorgänge behandelt. 

Das Werk ist eine vollständige Bearbeitung der modernen Hochvakuumtechnik, 
Die klare und übersichtliche Behandlung des Stoffes zusammen mit der Reich- 
haltigkeit an Tabellen und Daten macht es zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel 
dieser Technik. Die große Zahl von Literaturhinweisen (über 1000) und von Namen 
der auf diesem Gebiete tätigen Fachleute zeigt, daß versucht worden ist, die Ar- | 
beiten aller Forscher auf diesem Gebiete zu berücksichtigen und zu einem Ganzen 
zu vereinigen. 

Das Werk muß jedem, der sich mit Hochvakuumproblemen beschäftigt oder 
sich in diese Technik einarbeiten will, voll empfohlen werden, denn es bildet 
eine Fundgrube wichtiger Daten und Anregungen. N. Schaetti 


Grundzüge der theoretischen Logik. Von D. HıLBERT und W. ACKERMANN 
(Verlag Springer, Berlin 1949). 155 S.; DM 16.50. 


Dieses ursprünglich aus den Ausarbeitungen Hilbertscher Vorlesungen hervor- 
gegangene und von WILHELM ACKERMANN zu einem Ganzen abgerundete und 
inhaltlich bereicherte Lehrbuch hat in seinen beiden ersten Auflagen (erschienen 
1928 und 1938) bei dem an den mathematischen Grundlagenproblemen inter- 


| 
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essierten Publikum lebhaften Anklang gefunden und sich auch als Leitfaden für 
Vorlesungen bewährt, so daß das Erscheinen der dritten Auflage lebhaft begrüßt 
werden wird. 

Der Charakter des Buches ist zugleich ein wissenschaftlich-expositorischer und 
ein pädagogischer. Ohne besondere Vorkenntnisse vorauszusetzen, führt es den 
Leser schnell in die Fragestellungen und Methoden der mathematischen Logik ein. 
Dabei handelt es sich teils um direkte Entscheidungsverfahren, teils um die For- 
malisierung des logischen Schließens durch axiomatisch gefaßte Regeln des kalkül- 
mäßigen Operierens. Die Betrachtungen werden allenthalben, ausgehend von der 
Orientierung am Inhaltlich-Logischen, bis zur theoretischen Systematik geführt. 

Die Gliederung des Buches in Kapitel erfolgt nach den Gebieten des logischen 
Kalküls: Aussagenkalkül, Klassenkalkül, engerer Prädikatenkalkül, erweiterter 
Prädikatenkalkül. Durch eine geschickte Form der Darstellung, welche jede 
| Weitschweifigkeit vermeidet, wird die Darbietung eines reichhaltigen Stoffes auf 
‚einem verhältnismäßig kleinen Raum und mit einer nur sehr maßvollen Anwen- 
‚dung von Symbolik ermöglicht. 
| Die neue Auflage bringt gegenüber der vorigen erstens einige Verbesserungen 
und Ergänzungen im einzelnen und ferner inhaltlich Neues: 1. die Darlegung 
eines (bisher wohl nicht bekannten) Entscheidungsverfahrens für den Klassen- 
Ikalkül, 2. eine genauere Behandlung des Stufenkalküls, 3. eine Schlußbetrach- 
tung über die Möglichkeiten, den Stufenkalkül durch andere Arten der Erwei- 
terung des Prädikatenkalküls zu ersetzen. P. Bernays 


Einführung in die Physik der festen Erde. Von H. Bere (Verlag S. Hirzel, 
Zürich 1949). 295 S., 107 Abb.; sFr. 16.—. 


Das Buch gibt in gedrängter Form eine gediegene Einführung in die wich- 
\tigsten physikalisch-mathematischen Methoden, die bis heute zur Erforschung 
von Form und Struktur des festen Erdkörpers entwickelt worden sind. Dem 
historischen Ablauf entsprechend, werden in den ersten Abschnitten die astrono- 
misch-geodätischen Meßverfahren behandelt und die mit diesem Verfahren erziel- 
ten Resultate dargestellt. Im nachfolgenden Abschnitt werden Methoden und 
Ergebnisse der Schweremessungen besprochen. Dabei legt der Verfasser beson- 
deres Gewicht auf sorgfältige Erklärungen der wichtigsten Grundbegriffe, wie 
Potential, Geoid, Isostasie usw. Der nachfolgende Abschnitt gibt eine Übersicht 
iiber die Methoden und Resultate der Erdbebenforschung, d.h. der sogenannten 
großen Seismik. Nach einer kurzen Einführung in die Erdbebengeographie und 
Erdbebenstatistik wird gezeigt, wie die von den Erdbebenherden ausgestrahlten 
Erdbebenwellen beobachtet und heute interpretiert werden. Aus den an der 
Erdoberfläche beobachteten Laufzeitkurven der verschiedenen Wellentypen er- 
geben sich wertvolle Einblicke in die Struktur des Erdinnern. Mit Berücksich- 
tigung der wichtigsten Forschungsresultate aus der Geochemie werden dann im 
nachfolgenden Abschnitt die heute zur Diskussion stehenden Hypothesen über 
‘den Aufbau und die Struktur des Erdkörpers einander gegenübergestellt. Das 
‘Schlußkapitel gibt eine kurze Übersicht über die Erscheinungen des Erdmagne- 
{tismus und deren Zusammenhang mit solaren Vorgängen. Die Methoden der an- 
'gewandten Geophysik zur Erforschung der äußersten Erdkrustenpartien werden 
iin den entsprechenden Abschnitten jeweils nur kurz gestreift. Wu 

| Das Buch eignet sich vor allem für Geologen und Geographen, die sich über 
(die wichtigsten Methoden und Forschungsresultate auf dem weiten Gebiet der 
Geophysik orientieren möchten. Das Werk wird aber auch allen an der Geo- 


| physik interessierten Lesern viel Anregung bieten. E. Wanner 
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Tafeln elementarer Funktionen (Tables of Elementary Functions). Von 
F. Empe (Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1948). 181 S., 83 Abb.; $3.50. 


Im Jahre 1938 wurde das bekannte Tabellenwerk von JAHNKE-EMDE zum 
erstenmal aufgeteilt in einen Band tiber elementare Funktionen (1. Aufl. 1940) 
und einen solchen über höhere Funktionen. Die vorliegende zweite Auflage ist ein 
fast unveränderter Nachdruck der Ausgabe von 1940. Das Nomogramm auf 
Seite 10 (z = x” in logarithmischer Darstellung für —1 < y < +1) ist ersetzt 
worden durch ein Relief der Funktion z. Verschiedene Druckfehler in den Ta- 
bellen sind korrigiert. Im Anhang S. 165, Zeile 16 von oben sollte gelesen werden: 
«wenn #* = #, + nh ist, wobei h das Tabulierungsintervall bedeutet, also. ...» 


Tafeln höherer Funktionen (Tables of Higher Functions). Von E. JAHNKE | 
und F. EMDE (Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1948). 296 S., 177 Abb.; $3.60. 


Diese neueste Ausgabe des berühmten «JAHNKE-EMDE» enthält folgende | 

neuen Tabellen: 

1. Eine Erweiterung der Tafel des Fehlerintegrals. 

2. Funktionen des parabolischen Zylinders (RUSSEL-KERRIDGE). 
3. Laguerresche Funktionen (TRIcoMI). 

4. Kugelfunktionen 2. Art (VANDREY). 

5. Unvollständige Angersche und Webersche Zylinderfunktion (P. und E. | 

BRAUER). 
6. Zylinderfunktionen J(¢y) und HW(iy) für die Ordnungen 1/3 und 2/3 (P. | 

und E. BRAUER) statt der früheren Tafeln von DINNIK. 

Weggelassen sind die früheren Tafeln der Ableitungen des Fehlerintegrals und 
der Weierstraßschen elliptischen Funktion im äqui-anharmonischen Fall. 

Außerdem ist der Formeltext in mancher Hinsicht ausgestaltet worden (z. B. 
Debyesche anfangskonvergente Reihen der Zylinderfunktionen). 

Wie der Verfasser im Vorwort schildert, war diese 4. Auflage im Jahre 1944 
bereits fertig, wurde aber durch Kriegsereignisse in der Buchbinderei vernichtet. | 
Erst 1948 konnte das damalige Manuskript neu abgedruckt werden. Infolgedessen 
sind manche Fehler in den Tabellen, über welche die Zeitschrift MTAC. (Mathe- 
matical Tables and other Aids to Computation, speziell Bd. 3, Nr. 25, S. 365) in 
der Zwischenzeit berichtet hat, stehengeblieben. Aus demselben Grund sind die 
Literaturangaben auf S. 293 zu ergänzen (etwa durch FLETSCHER, MILLER, | 
_ ROSENHEAD: An Index of Mathematical Tables [London 1946] und durch die 
MTAC.). E. Stiefel 


1 


| 
| Vol. I, 1950 153 


Experimental Meteotology') 


Survey article 


By VINCENT J. SCHAEFER, Schenectady, New York?) 


As basic research along the frontiers of science advances, there are few of 
| the natural sciences which do not receive careful scrutiny. As each study ex- 
| pands, it encounters the borderlines of related phenomena which often become 
| so completely inter-related that it is difficult to determine where one ends 
_and the other begins. 

| This is particularly true when the study involves a subject such as the 
earth’s atmosphere and the physical processes which occur within a few hundred 
| miles of its surface. 

The general subject I should like to discuss at this time involves an area 
| of even shallower depth with few, if any, of the problems to be considered 
| involving a region exceeding ten miles above the earth. Despite this relatively 
| narrow zone in the physical dimensions of the earth, the problems encountered 
‚are of considerable magnitude and of a nature which, if we are to approach 
their solution with any hope of success, must employ as many scientific tech- 
niques as possible. 

As in any pioneering venture, success is much more likely if the investi- 
gations are carried out with enthusiasm, imagination, and an active curiosity 
and without too much regard for older theories or prejudices. 


The role of clouds in the hydrologic cycle 


In considering clouds and their formation due to the interactions between 
air, water, and sunlight, we have the essential constituents of an important 
mechanism for the release of energy on the earth. The water molecule is the 
basic unit in this energy transfer system, since the water involved is con- 
tinually passing through the closed cycle of evaporation, condensation, and 
precipitation—the sequence starting again by evaporation. 

Because of its physical nature, the lower atmosphere serves as a vast reser- 
voir for water. A relatively high concentration of water vapor may be stored 
in the form of gaseous molecules before condensation forms. In fact, even 


| 1) This paper has been approved by the National Military Establishment and also by 
| R. W. Sarow (August 15, 1949). It has been presented before United Nations Conference on the 
| Conservation and Utilization of Resources (August 19, 1949). 

2) General Electric Research Laboratory. 
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when this occurs, the small size of the condensed droplets often permits the 
atmosphere to support this additional moisture for a considerable time—often 
long enough, in fact, for the cloud thus formed to evaporate into warmer or 
drier air. It is in this manner that large air masses become modified. Warm 
and moist maritime air encountering colder, drier continental air mixes with 
it at the contact interface and thus changes the nature of both air masses. 

In addition to forming clouds, water molecules in the very low levels of 
the atmosphere often condense as frost or dew. This is really a precipitate 
but, except in regions where it is common, is not of great economic importance 
since much of it soon evaporates again. Where cloudless skies occur and dew 
deposits are common, they may constitute an important source of moisture 
on the earth. Improved methods for enhancing this precipitation by artificiai 
means is an important problem that should receive more attention. 

The presence of clouds in the atmosphere tends to decrease the flow of 
energy from the sun to the earth, since most clouds absorb much of the visible 
and near infrared radiation of the sun. Even a thin layer of clouds reduces 
insolation (incoming solar radiation). At night, however, the presence of clouds 
provides an insulation blanket and slows down the loss of heat from the earth 
to outer space. 

When a cloud forms in the atmosphere, the amount of heat released to the 
air amounts to about 580 calories per gram of condensed water. This energy 
may be considered lost insofar as the water resources of the earth are con- 
cerned if the cloud evaporates before it is precipitated. Not until precipitation 
develops in the clouds as snow or rain and then falls to the earth may we 
consider the hydrologic cycle completed and the maximum energy recovered. 
Extremely complex relationships in this respect result from the interaction 
between the seasonal changes of temperature and humidity, variations in the 
wind, the effect of topography, land use, and similar factors, all of which 
exert an influence on the delicate balance existing between the sun, the atmo- 
sphere, water, and man’s welfare. 

In discussing experimental meteorology, I would like to limit my consid- 
eration to experimental studies in the lower ten miles of the atmosphere 
and with air samples ranging in volume from a few cubic millimeters to several 
hundred cubic miles. 

Among the interesting problems related to the atmosphere which require 
a solution is a logical and comprehensive understanding of precipitation pro- 
cesses. That there is more than a single mechanism involved in the formation 
of snow and rain as precipitation is now becoming well recognized. It was 
only a few years ago, however, when heavy rain was only thought of [1]1) as 
necessarily preceded by the initial formation of snow. 


1) Numbers in brackets refer to References, p. 227, ZAMP 1/4. 
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It seems to me that when we consider the economic aspects of precipita- 
| tion processes, it is important to evaluate not only the quantity of moisture 
that reaches the earth but also the related effects, such as winds, lightning, 
_hail, intensity of the precipitation, and the related amounts of sunshine. 

| If any of these factors can be modified artificially, even to a limited degree, 
| it is of great importance that every feature of the modification should bear 
| careful scientific scrutiny. 

While it is true that it is relatively easy to assign a definite value to an 
| inch of rain on a square mile of newly planted seed corn; ten thousand acre 
| feet of water added to an irrigation reservoir; two feet of snow on the upper 
| drainage basin of a stream used for power purposes; or to supply a large 
| metropolitan district with adequate drinking water, it is nevertheless of great 
| economic importance to evaluate weather phenomena. The loss in timber 
| resources and recreational areas occasioned by fires started by lightning storms; 
| the devastation resulting when high local winds flatten banana plantations; 
the bruised fruit or smashed vegetables following an intense hail storm, and 
the muddied streams and eroded farm lands left in the wake of a torrential 
- rain all serve as examples of the by-products of unstable cloud systems which 
occur in the atmosphere. 

Most cloud systems are examples of colloidal instability. Many of them 
rigorously follow the reactions which have weil known counterparts in colloid 
chemistry. In most instances, where colloidal instability occurs, it is possible 
to shift the system to a more stable form by the proper and judicious use of 
chemical or physical reagents or reactions. 

Even though glycerine and boric acid, for example, can exist as super- 
cooled liquids in a relatively stable condition, methods are known whereby 
they can be changed to their less common, though more stable, crystalline 
form. The water in cloud systems also has a tendency to develop supercooling 
as a common characteristic. 


Cloud types to be considered 


Before going into a detailed description of this interesting phenomenon, 
it will simplify the discussion to establish a certain terminology at this time. 
The clouds which we shall refer to consist of the three common forms—cirrus, 
cumulus, and stratus. The many variations in which each of these may be clas- 
sified will, in general, be neglected for, although they are very important from 
the standpoint of the genetic development of a weather pattern, these variations 
are not of prime concern in relation to the subject under consideration. A phy- 
sical feature of great importance, however, is the freezing level in the atmo- 
sphere and its relationship to the clouds under discussion. In general, the 
temperature in clouds follows the wet adiabatic lapse rate with the temperature 
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lowering with increase of altitude at the rate of about 2:1°C (3-8°F) per 
1000 feet at 0°C (32° F). With relation to the freezing level, we shall be deal- 
ing with clouds existing under one of three temperature conditions. The term 
warm cloud shall be used to designate a cloud of liquid water droplets warmer 
than 0°C (32°F). A cold cloud shall then designate a cloud of liquid water 
droplets colder than 0°C, while a cool cloud will be a cloud extending above 
and below the freezing isotherm, thus combining the features of warm and 
cold clouds. The term cool cloud may thus designate a cumulus cloud, cooling 
according to the wet adiabatic lapse rate and thus becoming colder with 
increase of altitude, or it may be used to describe a more stable stratus cloud 
extending through an inversion and thus inverting the normal temperature 
sequence. These various cloud conditions are illustrated in Fig. 1. 


The amount of condensed water in clouds 


The variation in the amount of condensed water vapor in natural clouds 
covers a considerable range. In general, it is lowest in cirrus and highest in 
cumulus, with stratiform types intermediate. The temperature of the source 
air is the major factor governing the limit to the amount of moisture which may 
appear in clouds from condensation. Table 1 (p. 176) shows the amount of gaseous 
water vapor which may be contained in saturated air of different temperatures. 

This difference in the amount of water which may be held as a gaseous 
vapor at different temperatures is the direct cause of cloud formation in air 
cooled by radiation, convection, or advection. 

The size and size distribution of the cloud droplets contained within such 
clouds is also a variable involving many complex relationships. Cloud studies 
have now progressed to the point [2] where limiting values may be given in 
sufficient detail to be quite satisfactory. These are assembled graphically in 
Fig. 2. 

As might be expected, the lowest values in condensed water occur in cirrus 
clouds as ice crystals, the intermediate values in stratiform clouds, while the 
highest liquid water contents and particle sizes are found in towering cumulus 
type clouds. 


The degree of turbulence in clouds 


Studies of turbulence and convection in clouds show that of the three 
general types under discussion in this paper, only the cumulus type exhibit 
turbulence and convection of high order. While it is true that vertical velo- 
cities of a considerable degree may sometimes occur in stratus clouds sub- 
jected to orographic or frontal lifting, i. e., displacement due to the encounter 
of the cloud with a land barrier or an air mass having a different density, such 
effects are of a temporary nature and generally fail to produce marked changes 
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in the nature of the cloud. It is likely that vertical velocities in stratus clouds 
rarely exceed 2 m/s. The vertical velocities in cirrus clouds are even lower, 
since they generally form at very high altitudes and in relatively stable air. 
Cumulus clouds, on the other hand, contain high velocities which may exceed 
20 m/s in towering cumulus. Even in relatively small cumulus, 1 km in 
thickness, vertical velocities of more than 3 m/s often occur. 

Liquid water content and particle size are physical features of clouds which 
are not affected by the location of the freezing level, except as they may be 
‚a function of the absolute humidity. High values of particle size and liquid 
water content may occur at temperatures far below the freezing temperature. 
| The factor which affects the liquid water content of a particular parcel of air 
| is the initial saturation temperature and its final temperature. If, however, 
| in reaching this final temperature, the cloud particles have grown so large 
| that the effect of gravity on them is great enough to overcome the vertical 
air velocity of their surroundings, the liquid water content may become lower. 
| By a somewhat similar process, the liquid water content of a given air sample 
| may be temporarily enriched by an invasion of falling precipitation from 
» depleted clouds above. These are features of old clouds and are of much im- 
| portance in reaching a proper understanding of precipitation processes. 


Types of nuclet in the atmosphere 


In understanding the structure of natural clouds, it is of much importance 
"to consider the initial formation of the cloud particles. All of the features of 
this phase of cloud physics are not understood, although rapid advances are 
underway. Three types of nuclei are of importance—condensation, sublimation, 
and freezing. 


Condensation nuclei 


If ordinary atmospheric air is saturated with water vapor and then suddenly 
cooled, a cloud appears consisting of small water droplets. The number of 
droplets which form is directly related to the effective condensation nuclei 
present in the air before cooling occurred. If these observations are made using 
an enclosed chamber, and its temperature and humidity are adjusted so that 
the cloud droplets reach the bottom of the chamber before they evaporate, 
it is an observable fact that successive expansion cycles fail to produce a new 
cloud unless a higher expansion ratio is used at which time effective nuclei 
serve as centers of condensation. 

It is a well known fact [3] that condensation nuclei are formed in great 
quantities by many processes. Fine, hygroscopic salt particles, which become 
airborne as waves and bubbles break at sea, seem to be an important source 
of very active condensation nuclei. The smoke from forest fires, and most 
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other burning processes, produces vast quantities of condensation nuclei which 
permeate the atmosphere to a thickness in excess of a mile. In some industrial 
regions, these particles become so numerous that they form a dense pall of 
smoke and fog which restricts visibility to a fraction of a mile. 

If air samples are used from industrial regions or other places where the 
foreign particle concentration in the air is high, a dense cloud is observed 
in the cloud chamber containing from 104 to 10° particles per cubic centimeter. 
On mountain tops, at sea, or at higher levels of the atmosphere, the number 
of effective nuclei may drop to values of only a few hundred per cubic centi- 
meter. It can easily be shown that the preponderance of such particles continue 
to serve as water drop nuclei to a temperature of —38-5°C. Supercooled 
clouds of this temperature can easily be formed, even when the concentration 
of nuclei is as high as 10°/cm?. 


Sublimation nuclei 


Among the foreign particles carried in the dust of the air are certain special 
forms which in a proper environment serve as sublimation nuclei. These become 
active in the formation of ice crystals at specific temperatures below 0° C 
and in air supersaturated with respect to ice but not necessarily saturated 
with respect to water. Fig. 3 shows typical results observable with samples 
of natural soils and similar materials. Many of these were gathered in regions 
where extensive dust stoims are common occurrences. 

It is perhaps of considerable significance that very few particles have been 
found which serve as effective sublimation nuclei at temperatures warmer 
than about —12° C. No observational evidence is known of snow storms start- 
ing in clouds warmer than this temperature. 

A study of considerable significance in relation to the occurrence of subli- 
mation nuclei in the natural atmosphere has been made on Mt. Washington 
during the past eighteen months. Every three hours, day and night, in con- 
junction with the regular weather observations, the number of sublimation nuclei 
in a typical air sample are determined as part of our Project Cirrus weather 
research studies. The cold chamber method [4] is used in making these observa- 
tions. The results are summarized in Table 2 (p.176). This indicates that the 
level of sublimation nuclei in the atmosphere is generally very low throughout 
the year. The highest level observed during approximately 4500 observations 
is 10 per cubic centimeter. In contrast, the level of condensation nuclei at the 
same time would show values ranging from 10 to 10,000 times greater. 

While sublimation nuclei in the natural atmosphere may apparently have 
a number of different molecular properties, there is one pure chemical com- 
pound which to date has not been equalled in its effectiveness as a foreign 
particle ice nucleus. This is silver iodide, a hexagonal crystal which is almost 
identical in its crystalline structure to that of ice. 
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| Work in our laboratory [5] and in the field is actively underway evaluating 

the effectiveness of silver iodide as a sublimation nucleus under various atmo- 
| spheric conditions. To date, it appears to have exceptional value for cloud 
| modification where dry ice cannot be used. One of its most important appli- 
| cations may be to inoculate clouds from ground generators placed in such a 
| manner that the submicroscopic particles are carried up into the clouds where 
| they will become active at temperatures colder than —5° C, the threshold of 
| activity of silver iodide smokes. Further details in relation to silver iodide 
| will be given in a subsequent section of this paper. 


Freezing nuclei 


Only brief mention will be made of freezing nuclei at this time, since not 
| much is known about them. It is apparent, however, that they seem to possess 
| somewhat different properties than sublimation nuclei. Where the latter per- 
mit the formation of ice crystals by the direct deposition of water molecules 
from the vapor to the solid phase, freezing nuclei appear to initiate the freez- 
| ing of supercooled water droplets [6]. It is apparently due to the presence of 
: freezing nuclei in bulk water that leads to the crystallization of water in the 
_ temperature range of —6° C to —20°C under conditions when care is exer- 
| cised to prevent the seeding of the water by frost crystals deposited just above 
the water meniscus on the container. It might be that the presence of certain 
water insoluble sublimation nuclei are partially responsible for the develop- 
ment of snow in cold and cool clouds at temperatures below —12° C when 
1 they come in contact with supercooled cloud droplets and cause them to freeze. 
It is a matter of observation that a considerable number of snow crystals 
have as a nucleus what appears to be a cloud droplet such as shown in Fig. 4. 


Causes of natural precipitation 


The ice crystal process 


Since 1933 when BERGERON proposed [1] a mechanism for the formation of 
rain by the initial development of snow in the upper parts of cool clouds, 
it has been generally accepted that heavy rains could only be accounted for 
in this manner. Experiences during the past war, especially in tropical regions, 
convinced fliers and some meteorologists that another mechanism could also 
lead to the formation of heavy rain. Such precipitation was often observed 
to fall from warm clouds. 

BERGERON’s theory proposed that the difference in the saturation vapor 
pressure with respect to ice and water would lead to the preferential growth - 
of an ice crystal at the expense of the cloud droplets in its vicinity. Without 
doubt, this process is of major importance in the middle latitudes. 
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The vapor pressure differential process 


Another precipitation mechanism parallel in some respects to that of 
BERGERON has been proposed by PETTERSSEN [7]. This would account for the 
development of rain drops in clouds due to the difference in temperature of 
small rain drops falling into a warmer environment, the difference in saturation 
vapor pressure of water at two temperatures producing a differential growth 
in a manner akin to that of the ice crystal effect. A variation in temperature 
of 0-01° C at 25°C would lead to the same differential as that which produces 
the optimum condition for the growth of snow crystals. 

While this mechanism would lead to a logical development of rain drops, 
it is not easy to explain the method which starts the process. From a theo- 
retical consideration, it is difficult to account for the early increase in size 
of the cloud particles from their relatively stable dimensions. LANGMUIR’s [8] 
calculations suggest that it is impossible to maintain the necessary temperature 
difference between small particles long enough for some of them to grow large 
enough to start falling away from the others. From the experimental studies 
in our laboratory, high velocities and large temperature differentials fail to 
demonstrate this growth mechanism, although it is extremely easy to illustrate 
the ice crystal effect. 


The salt nuclei process 


It is quite possible that the mechanism of natural rain formation in warm 
clouds is intimately related to the presence of certain hygroscopic nuclei in 
the air. 

Woopcock has obtained experimental evidence recently [3] that there are 
considerable numbers of large salt particles present in air over the sea in the 
trade wind area. Salt particles as large as 2 x 10-11g were collected by him 
at altitudes ranging from a few meters to a kilometer above the sea surface. 

A recent series of observations [9] by our Project Cirrus Group in the vicinity 
of Puerto Rico showed that rain developed in extremely thin clouds below 
the trade wind inversion at temperatures of +8° C. Light rains were measured 
coming from clouds whose measured thickness was less than 300 feet. Fig. 5 
shows a photograph of precipitating warm clouds. An estimate of the rainfall 
rate calculated from the observed rate of collection in flight showed that it 
would be approximately 0-05”/h. A similar measurement of a thicker cloud 
2000 m (6500 ft.) in vertical thickness showed a rain water content falling 
from the cloud into the sea at the rate of approximately 25 mm/h (1”/h). The 
coldest part of this warm cloud had a temperature ot +8° C. 

Such amounts of rain from relatively thin clouds are rarely observed over 
continental America and obviously require a mechanism for rain formation 
different than the ice crystal effect. 


i 
Nol. 11950 Experimental Meteorology 161 


While studying clouds in Puerto Rico, we also made some rough obser- 
vations on the concentration of condensation nuclei in the air. Invariably, 
ith air coming in from the sea, the levels were extremely low, the number 
rarely exceeding 200/cm?. Similar observations have since been made off the 
New England Coast. In this latter case, however, the concentration jumps to 
high levels within a few miles of the coast as the high levels inherent to con- 
tinental air raise the concentration to between 103 and 105/cm3. 

The experimental evidence thus far known seems to be compatible with 
ithe view that the salt crystal nuclei are extremely effective centers for rain 
formation. Due to their hygroscopic nature, they have considerable mass even 
before a normal cloud forms. Due to the larger size of these particles, there 
will be a tendency for them to start falling within the cloud at a different 
rate than the small droplets in their vicinity, thus gathering in by collision 
‘more and more of them. In this way, rain would form quite readily, and if 
the cloud had a vertical thickness of a kilometer or so, the particles could 
easily reach the maximum size that may fall without breakup. In addition 
to the growth by collision as the drop became larger, it might also add to its 
growth by the vapor pressure differential which, in the early stage, would be 
‘somewhat enhanced because of its salt content and in the later stages by the 
‘difference in temperature as the colder drop fell into warmer rising air. 


Man's efforts to produce rain 


Down through the ages, man in various ways has tried to get rain, prevent 
| hail, and eliminate lightning. These efforts have ranged in method from cere- 
ı monial sacrifices to rain gods to spraying electrified sand and dumping such 
(things as liquid air and dry ice to “cool the air”. Since 1875, the literature 
iis replete with pamphlets, books, patents, and popular stories giving reasons 
‘why such methods should be successful or detailed arguments to show that 
‘they could not possibly be effective. 

During the past thirty years, several methods have been tried to modify 
atmospheric conditions which have claimed to make use of scientific prin- 
ciples. Most prominent of these have been the activities of BANCROFT and 
WARREN using electrified sand and VERAART using dry ice. 

The electrified sand was used with the hope that the charged particles 
would attract oppositely charged cloud droplets and thus form rain drops. 
While considerable interest was displayed in these activities, the plan was 
doomed to failure because of the tremendous quantities of materials required, 
and the relative unimportance of the results obtained. 

The next experiments which attracted considerable attention were centered 
on the claims of VERAART [10] of Holland who dropped dry ice from an air- 
plane to affect clouds. A study of his theories and practices suggests that 
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he was merely putting into practice methods proposed by GATHMANN [11] 
in 1891. 

The effects expected from the introduction of dry ice into the atmosphere 
was to reduce the temperature of the air to either form clouds where no clouds 
previously existed or to augment the amount of condensed water already 
existing as a cloud with the expectation that it would produce precipitation — 
of the cloud. | 

In his use of dry ice, VERAART proposed using very large quantities of this D 
material. He apparently failed to recognize the importance of the effect of 
dry ice in supercooled clouds and, consequently, missed the chance to use 
this material in an effective way. 

In 1938 FINDEISEN [12] in concluding an important paper entitled, Collordal 
Meteorological Processes in the Formation of Atmospheric Precipitation, made 
the following prophetic statement: 

“The recognition of the fact that quite minute, quantitatively inappreciable 
elements, are the actual cause setting into operation weather phenomena of 
the highest magnitude, gives the certainty that, in time, human science will | 
be enabled to effect an artificial control on the course of meteorological phe- : 
nomena. It would be going beyond the limits of the present work to discuss 
in detail the possibility of exercising a kind of technical control over the course 
of weather conditions. From the considerations under survey here, we have 
now come to quite new points of view on this. It can be boldly stated that, 
at comparatively moderate expense, it will, in time, be possible to bring about 
rain by scientific means, to obviate the danger of icing, and to prevent the ! 
formation of hailstorms. Through the energy transformations thus secured, | 
various other weather phenomena (e. g. temperature, wind) will be brought 
under a certain kind of control, which perhaps never, in a direct manner, 
could, to an appreciable extent, be acted upon in the atmosphere. The colloido- 
meteorological investigations, by themselves with the only assistance of research | 
work on the means to get some control over the weather factors, have opened | 
up a new field for their efforts. They obviously only can solve those various | 


problems with the close assistance of aerology.”’ 

In recognizing the possibility of modifying unstable cloud systems, Fınn- _ 
EISEN pointed out the tremendous energies that might be released when the | 
proper type of “seeding agent” was discovered and properly used. 

It is now believed that methods are now available to profoundly modify 
cloud systems and thus realize some of the effects predicted by FINDEISEN. 

A study of the literature shows that at least one person observed that ice | 
crystals could be produced in air supersaturated with respect to ice if the air 
was locally cooled to a very low temperature [13]. The significance of this ob- 
servation as it might be related to meteorology was apparently not considered 
by ADAMS. 
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Meteorological studies at the General Electric Research Laboratory 


In 1946, after spending the previous three years studying the nature of 
Snow storms and aircraft icing, the writer [14] described some laboratory experi- 
ments concerning the seeding of supercooled clouds with dry ice. He pointed 
‘out the important relationship between this effect, and the modification of 
supercooled clouds in the natural atmosphere. 
| On November 13, 1946, the first experiment with seeding supercooled 
clouds in the atmosphere was accomplished, producing results which had been 
anticipated on the basis of the laboratory results. A four mile cold cloud 
‘was profoundly modified within a few minutes by dispensing 6 pounds of 
(crushed dry ice into it. The cloud, which was supercooled to a temperature 
of approximately —17-5° C and which before seeding showed no sign of ice 
(crystals, was completely changed to snow within five minutes after seeding. 
| Subsequent experiments in the fall and winter [15] of 1946 included the 
| initiation of a snow area in the Hudson and Champlain Valleys of New York, 
-the modification of a supercooled valley fog which initially reduced the visi- 
bility to a remarkable degree, the production of snow showers from cold strato- 
‚ cumulus, and the production of extensive grooves and holes in a solid deck 
Lof stratus clouds. 

In addition to these flight experiments in the natural atmosphere, the 
laboratory studies which had started in 1943 in the General Electric Research 
Laboratory were carried out on an increased scale during the fall and winter 
of 1946-7. 

These experiments pointed the way for further scientific work which would 
require extensive facilities. The General Electric Company is not in a position 
to supply such facilities and, consequently, a contract was initiated with the 
Army Signal Corps. This contract is a joint Army, Navy, and Air Force ins- 
trument wherein the General Electric Company provides scientific and tech- 
nical guidance as consultants and the Government carries out all experiments 
other than those done within the General Electric Research Laboratory. This 
activity is identified as “Project Cirrus’’ and is administered by a Technical 
Steering Committee consisting of representatives of the Army, Navy, and Air 
Force. Dr. IRVING LANGMUIR and myself act as scientific consultants to this 
Committee. 

At the present time, the Operations Group of Project Cirrus uses a flight 
facility at the General Electric Flight Test Hangar at the Schenectady County 
Airport which includes two B-17s, one PB4Y-1, one JRB, and one L-5 and the 
necessary pilots, mechanics, cameramen, aerologists, and technicians to carry 
out flight operations for studying the various phases of the precipitation 


process. 
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The formation of a supercooled cloud 


It is a simple matter to form a supercooled cloud [16]. A chamber having 
dimensions of approximately 30 cm wide, 50 cm long, and 40 cm deep is | 
quite suitable for cloud experiments. Means should be provided to cool the 
air in the chamber down to a temperature .of at least —25° C, if possible. The | 
walls of the chamber should be painted black or lined on sides and bottom } 
with black cloth, such as velvet. Illumination may consist of a flashlight or 
similar type of focused light beam. With the chamber?) cooled below ambient 
room temperature, a cloud may be formed within it by the introduction of 4 
moist air. Within a few seconds after condensation occurs, the droplets reach # 
the temperature of the chamber. Under ordinary laboratory conditions, the — 
cloud droplets reach a diameter in the range of 10 to 25 um and a concentration 
of 200 to 1000 per cubic centimeter. Occasionally, a few ice crystals appear in 
the chamber if the temperature is colder than —10°C. Generally, however, 
this is a transient effect with rarely more than 1 crystal/cm* forming. The 
supercooled cloud droplets persist until the air is no longer supersaturated 
with respect to water. During this period, a wire or miniature propeller will 
be coated with ice if rotated within the cloud. Eventually, it disappears, the 
droplets slowly settling to the bottom of the chamber or evaporating onto 
the frosty walls. 

Such relatively stable supercooled clouds can be formed to a temperature | 
of nearly —39°C. If, however, the temperature is reduced below this value, 
it is impossible to form a supercooled cloud! 


The formation of condensation nuclei 


In most air samples likely to be used in laboratory experiments, there is 
no lack of condensation nuclei. Concentration ranging between a thousand 
and a million per cubic centimeter are normally observed. If the level is low, 
it may be increased by burning a bit of charcoal, striking a match, heating 
a nichrome filament, sparking a Tesla coil, or atomizing a salt solution. In 
fact, some very striking experiments may be carried out to demonstrate the 


optical effects possible with variations of type and concentration of conden- 
sation nuclei. 


The formation of sublimation nuclei 


To demonstrate the presence of natural sublimation nuclei in the air under 


laboratory conditions is not easy. Sometimes the free air contains relatively 

1) A very convenient type of chamber is a 4 cubic foot home freezer, although it is possible 
to conduct effective experiments with much cruder apparatus if necessary. Two galvanized tubs 
separated by a water-ice-salt solution may be quite adequate for short experiments. 
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igh concentration with the number occasionally reaching 10 particles per 
cubic centimeter. However, under ordinary conditions, the concentration seems 
to range between 50 and 500 per cubic meter. Under such conditions, a few 
articles will be seen in the beam of a light directed into the cold chamber 
containing a supercooled cloud. 

As indicated in an earlier chapter, certain clays and other mineral dusts 
serve as effective sublimation nuclei at definite temperature ranges below 0°C. 
given sample my be evaluated by using particles of such a size that they 
readily form an aerosol. Shaking a box containing the sample while held in 
the chamber will produce a cloud, since the fine particles will float out of 
the container. The particles, if effective as ice nuclei, will become coated with 
a frost layer if the air is supersaturated with respect to ice. This normally occurs 
within 30 s. They become visible as twinkling crystals if allowed to grow and 
generally form asymmetrical crystals unless the initial particles are smaller 
han 1 wm in diameter. Methods already described in detail [16] may be used 
to study such particles. 

The role played by silver iodide serving as a sublimation nucleus is out- 
standing. It may be introduced into the air some distance away from the 
laboratory and still have an appreciable effect in the laboratory if the air 
‘trajectory is favorable. A few simple laboratory experiments will be mentioned. 
‘A wire filament dusted with a few minute particles of silver iodide will, if heated 
in air supersaturated with respect to ice, produce many millions of ice crystals. 
The particles formed in this way are submicroscopic with many less than 
100 A in diameter. By drawing an arc with a pure silver wire using either 
a Tesla coil or by momentarily shorting the leads of a dry battery with a 
silver wire, a smoke of silver particles may be introduced into the cold chamber. 
in a supercooled cloud formed subsequently, no ice crystals will be observed 
lif iodine vapor is absent. If, however, a small iodine crystal is then passed 
briefly through the chamber, large numbers of ice crystals will be seen to form 
iin the wake of the crystal within the supercooled cloud. A still simpler means 
«of demonstrating the silver iodide effect is to place a few particles on the end 
(‘of a match which will be volatilized as the match is ignited, thus producing 
many nuclei. 

As shown [5] by VONNEGUT, the nature of silver iodide smokes in forming 
‘sublimation nuclei seems to be related to a probability function which has a 
fairly high temperature coefficient. Thus, at a temperature O11 CC Some 
sublimation nuclei will appear. At —10°C with all other factors the same, 
many more particles will be observed in the same unit time. Space does not 
permit a detailed discussion of the interesting relationships which have been 
found. The original reports and papers of VONNEGUT should be studied care- 
fully if plans are contemplated to use this material for laboratory or field 
experiments. 


| 
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Establishment of Project Cirrus 


Early in 1947 under the direction of Dr. IRVING LANGMUIR assisted by | 
the writer, a much more extensive cloud studies program was initiated by the | 
Research Laboratory under the sponsorship of the Army Signal Corps, the, 
Office of Naval Research, and the Air Forces. Under this arrangement, a tem- | 
porary flight facility was established at the General Electric Flight Test Hangar | 
at the Schenectady County Airport which, at the present time (year of 1949-50), 
includes 2 B-17s, 1 PB4Y-1, 1 JRB, and 1 L-5 and the necessary pilots, 
mechanics, cameramen, aerologists, and technicians to carry out flight oper- 
ations for studying all phases of the precipitation process. 


Project Cirrus and experimental meteorology 


Project Cirrus is a fundamental research study of the physical and chemical | 
processes which occur in the lower atmosphere and produce clouds, snow, rain, 
atmospheric electricity, and associated phenomena. 

One of the major activities of Project Cirrus is in the field of experimental | 
meteorology. In this respect, observations and experimental studies are made 
with cloud systems having volumes ranging from less than one to more than 
several hundred cubic miles. The limitations in size are related primarily to 
available cloud systems and the physical conditions required for each partic- 
ular experiment. 

These studies are planned and carried out insofar as possible as laboratory | 
type experiments. Each operation is planned to supplement others previously 
accomplished so that some features are checked as new aspects are under & 
exploration. Insofar as possible, controls are maintained so that comparative 
evaluations may be achieved. 

The major objective in this particular phase of our study has been directed 
toward the detection of unstable atmospheric conditions which develop in the 
atmosphere and often persist for some time. When such conditions are dis- 
covered various “‘triggering”’ actions are then applied in an attempt to shift 
the system to its more stable form. Such modifications of clouds often involve 
the release of tremendous quantities of energy. As pointed out recently by | 
LONGLEY [17], the energy release following the condensation and subsequent fall 
of one inch of rain on one square mile of the earth is equivalent to 1-7 x 1012 erg. : 
For comparison purposes, this is about twice that of the energy said to be 
released by an atom bomb of the type dropped on Hiroshima. Although much | 
of this energy is released as the cloud forms, unless it is precipitated on the | 
earth in an effective and useful way, it may be regarded as lost energy insofar — 
as the earth and its water resources are concerned. 

Evidence is now accumulating which shows that under certain conditions : 
it is feasible to initiate the precipitation cycle artificially in some types of cloud | 
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systems so that their increased output forms a valuable addition to the natural 
resources of the earth. 
Before going into a discussion of this fascinating subject, it may be in order 
to review briefly the operational facilities and procedures which we are now 
sing in our basic research and studies of clouds and the atmosphere. 

These activities may be divided into three major parts: (1) laboratory 
fesearch (2) field studies; (3) flight operations. 


Laboratory research under Project Cirrus 


The main laboratory studies are conducted at the new General Electric 
Research Laboratory building at the Knolls in the lower Mohawk Valley in 
astern New York. Complete facilities for physical and chemical studies with 
many unique features are available in this laboratory. Part of the laboratory 
in use includes a weather observatory equipped with standard, as well as 
Special, meteorological instruments, radio communications, a small wind tun- 
nel, and a complete photographic dark room. In addition to the laboratory 
‘areas, excellent shop facilities are available including the services of skilled 
‘technicians for special developments in mechanical and electronic instrument- 
ation. 

In addition to these facilities, meteorological observations of a specific 
nature are carried on by special observers at the Mt. Washington Observatory 
on the summit of Mt. Washington in the state of New Hampshire. This moun- 
tain observatory, at an elevation of 6288 feet above sea level, is world famous 
for its exceptionally severe weather, especially high winds and extended rime 
storms produced by supercooled clouds sweeping over the mountain. Besides 
|having projects carried out by Observatory personnel for Project Cirrus, the 
research facilities on the mountain are always available to members of Project 
(Cirrus for testing instruments and studying various types of natural orographic 
clouds. 

In addition to the experimental research activities at the Research Labo- 
‘ratory, an important phase of the laboratory program is the analysis of flight 
data by photogrammetric methods and detailed studies of meteorological 
conditions present during the experiment. Considerable space in the laboratory 
is used for these purposes, and at least one person spends full time on this 
activity. 


| 
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Field studies under Project Cirrus 


Supplementing experimental research in the laboratory, the Research 
Group is involved in a considerable variety of field studies ranging from a 
study of the effect produced in the atmosphere by ground generators dispens- 
ing silver iodide smokes, detailed observations of various types of natural 
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rain and snow storms, studies of the development of all types of clouds using | 


lapse time motion pictures, determination of the concentration of condensation 
and sublimation nuclei which occurs in the atmosphere, and activities of a 
similar nature dealing with weather phenomena associated with the formation \ 
of clouds and the subsequent development of precipitation. Many observations 


are made in regions other than eastern New York. For example, cloud studies | 
have been conducted by one or more members of the Research Group in | 
northern Idaho, Wyoming, and other parts of the Northwest, Florida, Puerto | 
Rico, various parts of New England, and Central America, particularly in | 


Honduras. It is of great importance that cloud systems in various parts of 
the world be studied and their local peculiarities understood, since it is quite, 


obvious that large differences exist in clouds, not only in their general develop- | 


ment and life cycles but even in their microstructure. Until these variations 
are better understood, it will be impossible to draw general conclusions about 
them. 


Flight operations by Project Cirrus 


At the present state of our knowledge of clouds, it is of great importance | 
that the general structure, as well as the microstructure, of clouds be explored | 
by going into them. This may be accomplished to a limited degree by observing 
them at a mountain observatory using the summit as a stationary probe to | 
study their structure as they pass by the station. The information gained in | 
this manner is of great value but does not provide much data on convection, 
turbulence, and three dimensional structure which is of basic importance in 
studies of clouds in the free atmosphere. 


The only method now reasonably satisfactory involves the use of one or | 


more aircraft which can probe clouds at various levels and in doing so, register 
on automatic instruments some of the properties characteristic of the clouds | 
explored. Good photographic techniques are of extreme value in this respect 


4 


because of the complexity of clouds and the rapidity with which they change : 
some of their features. It is impossible to obtain a satisfactory record by — 


visual observation alone. 

In this respect, some of our seeding techniques are of unique value since, 
for the first time, they provide a method of marking a cloud that will persist 
for a long time and may be seen for large distances. By taking consecutive 
pictures of a cloud area marked in this way, much information may be obtained 
during periods of an hour or more which shows the various mechanisms that 
are of importance in the formation and dissipation of clouds. 

To carry out such a flight program effectively requires much organization 
and specialized training of the personnel engaged in the work. The planes 
involved must have a considerable amount of workable scientific equipment 
especially suited for meteorological studies. In addition, it is of great import- 
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ince that a special schedule is followed in reporting the results of each ex- 
berimental flight study. 


A typical flight operation of Project Cirrus 


It may be of interest to describe a typical experimental flight study con- 
ucted by the Project Cirrus Flight Operations Group. For this example, 
Flight 83 will be described since it was a two plane operation employing both 
ry ice and silver iodide in the seeding operation. 

At 1500 on the previous day, the weather group assigned to Project Cirrus, 
comprised of Navy personnel, notified the Chairman of the Operations Group 
that the synoptic situation suggested the strong possibility that a suitable 
supercooled deck of stratus clouds might be expected the next morning. An 
alert was sounded, crews were assigned duties, and tentative plans set for 
900 take off in the morning using two B-17 planes. 

_ Early the next morning, a check on the weather developments showed 
that the forecast was good, and each member of the flight group carried 
through his assigned duties prior to take off. These duties included, besides 
normal preflight preparations, such extra things as cleaning the windows used 
by the photographers, crushing and packing the dry ice in canvas bags, load- 
ing the silver iodide dispenser with fragments of impregnated charcoal, load- 
ing and checking the photopanel camera for operation, checking the operation 
f the automatic recording instruments, and making sure that the inking 
ens and charts were ready for operation. 

Except for the preparation of the silver iodide and dry ice and their dis- 
ensing mechanisms, the above special activities were required for both planes. 

On B-17 No. 5667 used as the seeding and probing plane, a crew of ten 

yen were assigned for the operation including: 

| 1 Pilot 
1 Co-pilot 
1 Navigator 
1 Flight Controller (alternate) 
1 Photographer 
1 Technical Observer 
1 Aerologist 
1 Radio Operator 
2 Flight Mechanics 

On B-17 No. 7746, the photographic and observation plane, a crew of seven 

men included the following: 

1 Pilot 

1 Co-pilot 

1 Flight Controller 
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1 Photographer 

1 Aerologist 

1 Radio Operator 
1 Flight Mechanic | 

Just before take off, both flight crews assembled for a briefing at which | 
time a brief description of the proposed flight was given by the Flight Con- } 
troller, including the general objectives of the operation. After take off, the 
planes were to rendezvous over the Albany Radio Range at approximately } 
20,000 feet. When the rendezvous was accomplished, the planes would again | 
check radio contacts and proceed together to a position about 30 miles NW 
of the range with the seeding plane holding a position on top of the stratus | 
deck, the photo plane climbing but maintaining visual contact with the lower 
plane. 1 
From his vantage point in the photo plane, the Flight Controller sized up 
the situation as favorable for a “Figure Four”’ seeding pattern using 1/, pound 
of dry ice pellets per mile of flight with a short seeding with silver iodide. He | 
then ordered the preparations to start for dispensing the silver iodide char- 
coal since the seeding flight would start within a few minutes. The proposed | 
“Figure Four” flight plan as suggested by the Research Group and adopted 
by the Operations Group is shown in Fig. 6. 

As soon as the order to seed was given, the seeding plane went into its 
pattern, flying several hundred feet above the top of the slightly ragged top 
of the stratus deck putting out dry ice pellets for five miles, after which for | 
one mile no seeding agent was used. The order to dispense the small burning 
charcoal fragments producing silver iodide was then given. About 20 seconds 
was required to dispense the silver iodide particles. Another one mile gap ‘| 
without seeding was next ordered, after which time dry ice seeding was again 
started and continued at the rate of 4% pound per mile until the “ Figure 
Four’ was outlined. Following this, a single dry ice pellet drop was made 
bracketed by a line of continuous seeding parallel to the first leg of the four 
pattern. 

Throughout all of the seeding operation, the photo plane was cruising at | 
21,300 feet. For the first time, the seeded track immediately behind the seed- | 
ing plane was photographed. Fig. 7 illustrates one of several remarkable photo- _ 
graphs obtained at this time showing the speed with which the dry ice effect — 
spreads in the wake of the seeding plane. 

Shortly after take off the photopanels in both planes were started. Each 
panel holds the following instruments: 

Rate of climb 
Air speed 
Altimeter 
Bank and turn 
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Compass 

Clock 

Counter 

Battery of station indicator lights 
_ Automatic photographs are obtained of this instrument panel every 
55 seconds while, in addition, whenever any one of four other switches at 
various positions are tripped an additional picture is taken. This permits the 
photographers, the aerologists, the flight controller, special observers or those 
with special assignments, such as dispensing the seeding agent, to produce 
à special record of any operation he might make individually as part of the 
‘light operation. 
| After the seeding flight was completed, plane No. 5667 was directed by 
the Flight Controller to obtain low level photographs of the developing seeded 
pattern and, in addition, to probe the infected area to observe optical pheno- 
mena and other features that might be of interest. Fig. 8 illustrates typical 
hotographs obtained from this plane. Since the flight was made over moun- 
tainous terrain, it was decided to forego a descent through the deep trough 
ut by the ice crystals. After 30 minutes of probing studies and low level 
hotographic coverage, it was released from further cooperative observations 
y the Flight Controller. A total of 24 photographs were taken at various 
Ititudes up to 3000 feet above the cloud deck. 

Meanwhile, plane No. 7746 was cruising above the seeded track taking 
still photographs and a few moving pictures. This continued for a period of 
0 minutes during which time a total of 48 photographs were obtained. Figs. 
and 10 are typical photographs taken during this period. By this time, the 
‘light Controller decided that an adequate set of photographs had been ob- 
tained since the pattern was beginning to deteriorate and no new phenomena 
ere in evidence. It should be mentioned at this point that throughout the 
observation flight, the entire crew in plane No. 7746 were on oxygen since 
the flight occurred at an altitude of 21,300 feet. The flight was then terminated 
ith both planes heading for the base where they landed at about 1130. Thus 
the operation required a total flight time of approximately 150 minutes, 
about 40 percent of this time being employed in the experimental studies. 


Procedure for reporting on an experimental flight study 


The procedure now in use by the Flight Operations Group to effect a close 
relationship with the Research Group may be divided into four stages. 

The preflight briefing — This involves the development by the Research 
(Group of a series of experiments required to provide specific data on certain 
types of clouds. These requirements are studied by the Operations Group and 
adopted to flight procedures. A Flight Controller is designated who is directly 
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responsible for the carrying out of the complete experimental flight. Personnel + 
are kept on the alert for suitable cloud systems whenever the aerologists report 
suitable conditions within 200 miles. As soon as reasonable assurance is at 
hand that the type of clouds needed may be found, the planes take off, approach 
the system, and then follow through according to the briefing plan. 

It is of great importance that the Flight Controller has several alternate | 
plans for immediate substitution in the event that the cloud system is some- 
what different than expected from the reported synoptic situation. He must, 
have the ability to size up the situation while approaching the experimental | 
area and thus take advantage of whatever cloud system is found. 

The preliminary report — Within an hour after the flight is completed, 
a brief report is transmitted to the Research Group by the Flight Controller | 
which summarizes the results as observed and the general data obtained. This 
includes enough detail so that it is possible for the Research Group to deter- 
mine immediately whether there is need for another flight to supplement the 
data obtained. 

Detailed flight report — A more detailed report including copies of all the 
raw data, all logs and notes of observers, and contact prints of still photo- | 
graphs obtained are supplied to the Research Group within two days. Follow- 
ing a review of the contact prints, the Research Group orders enlargements 
of all photographs which appear suitable for analysis. | 

Final report — Within a week or two, all supplemental data not available | 
at the time of the second report, reduced data from the photopanel, enlarge- 
ments of selected prints, moving picture film and a meteorological analysis 
of the weather preceding, during, and subsequent to the flight study are sup- 
plied to the Research Group to aid in the analysis. The detailed analysis of 
the flight is then scheduled with relation to other flight operations under 
study. The summary of this work is subsequently published in an Occasional 
Report of Project Cirrus. 

It should be pointed out at this time that the above procedure is carried 
out beyond the third and fourth stages on only those operations where the 
accumulated data is reliable and has sufficient detail to warrant spending 
the time involved in carrying through a complete analytical study. 


Types of cloud seedings used in Project Cirrus operations 


Two types of cloud seeding as related to flight studies shall be discussed | 
at this time—the formation of ice crystals in supercovled clouds and the) 
development of a chain reaction in cumulus clouds using large water drops. | 

The dry ice effect - When solid carbon dioxide is introduced into a super- 
cooled cloud in the atmosphere, enormous quantities of ice crystals form and 
produce profound changes in the cloud by the mechanism explained by the 
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BERGERON-FINDEISEN theory. Crystals may be produced in such large quan- 
ities that it is sometimes possible to create conditions unlike those which 
occur naturally in the free atmosphere. 

As mentioned earlier, it is extremely uncommon to find any ice crystals 
orming in natural clouds until some region has a temperature of —12°C. 
pince the introduction of carbon dioxide ice (henceforth called dry ice) will 
produce ice crystals at any temperature below 0° C, many cloud systems that 
would not shift to snow naturally may be affected by this type of artificial 
noculation. 
| The enormous numbers of snow crystals produced in this manner also 
ıllow us to modify unstable supercooled clouds in several ways which rarely, if 
ever, happen in nature. For example, it is possible by artificial means to shift 
ull of the condensed water in a massive supercooled towering cumulus cloud to 
now crystals in considerably less than five minutes. A similar cloud by natural 
processes normally requires an hour or more to reach the same condition and 
even after that time, might not be completely modified. The quantity of dry 
ice required to accomplish artificial modification is insignificant, since, as 
bointed out in previous papers [14], one gram of dry ice is capable of pro- 
Aucing at least 1016 ice crystals. Fig. 11 is a photograph showing the cloud 
of ice crystals that trail from a single piece of dry ice falling through air. 
aboratory experiments show that tremendous numbers of ice crystals stream 
trom a small pellet as it falls through the air. In order that these crystals 
secome effective, they must form in air colder than 0°C which is supersaturated 
‘ith respect to ice. By flying above or through the cloud, dry ice particles 
having sizes ranging from 1 to 20 mm in diameter fall down or are carried 
loft, depending on their size and the turbulence in the clouds. Natural 
Sonvection and turbulence of cumulus clouds, augmented by the heat released 
y the change in phase from water to ice, assist in causing the rapid infection 
f a large region of the cloud system. Experiments show that if a concentration 
i crystals exceeding about 50 per cubic centimeter is present, the supercooled 
cloud thus infected is completely evaporated in less than 10 s. With a 
concentration ten to twenty times more than this, the competition between 
particles for the available cloud water is so great that none of the particles 
grow as large as the original supercooled cloud droplets. As a result, the cloud 
is ““overseeded”’ and becomes extremely stable. Such overseeded clouds rapidly 
lose their convective activity and become very stable and persistent. Examples 
of overseeded clouds may often be seen to form naturally when cumulus clouds 
pass through the transition temperature of —39° C. Fig. 12 illustrates a typical 
cloud of this sort. This generally occurs at altitudes of 28,000 feet to 32,000 
feet, the results appearing as anvil tops or as long streamers of cirrus clouds 
drifting across the sky in the tropopause region of the atmosphere. These 
overseeded effects, however, are rarely, if ever, observed in the natural atmo- 
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sphere at warmer temperatures unless the clouds are seeded artificially or at 
times when natural seeding takes place due to the entrainment of snow crystals 
carried down from higher altitudes through stable air. | 

Since it is demonstrable that cold clouds may be overseeded, it follows 
that lesser amounts may be introduced as desired. This makes it possible to ; 
produce many interesting effects in cold and cool clouds. For example, it is } 
feasible to seed and dissipate clouds at specific altitudes above the freezing 
level in the atmosphere and thus prevent the development of large vertical | 
thicknesses of supercooling. In this way, thick supercooled clouds cannot form. | 
Consequently, the sudden release of a large amount of energy necessary to | 
produce thunderstorms and similar disturbances may be checked or at least | 
reduced in intensity. 

On the other hand, if it is desirable under certain conditions to go to the 
other extreme and attempt the release of the maximum amount of energy 
possible from a particular cloud system, this may be accomplished also. For 4 
this to be successful, it is necessary to wait until the maximum vertical de- 
velopment occurs at which time the cloud is seeded in such a manner that the 
optimum number of crystals are introduced to cause a rapid shift from the | 
water to the ice phase and, at the same time, obtain the most effective particle 
size to initiate rapid precipitation. By properly carrying out such operations, 
it might at tunes be possible to release enough energy to break through in- | 
versions limiting the vertical development of the clouds. 

The development of Precipitation by water seeding — LANGMUIR has pro- 
posed [8] a mechanism for initiating precipitation in cumulus clouds. The method 
involves the introduction of relatively large water drops into clouds having 
the following properties: 

(1) They must be actively growing cumulus clouds having vertical thick- 
nesses greater than 1-1, km. 

(2) The upward vertical convection in some region of the clouds must 
exceed 2-1, m/s. 

(3) The droplets in the cloud must have a diameter of 15 um or more. 

(4) The average liquid water content of the clouds should exceed 2-7 g/m}. | 

Field studies show that most actively growing cumulus clouds having a | 
vertical thickness of 1-14 km possess the other characteristics mentioned above. ! 

When water drops larger than 0-01 cm diameter are introduced into a | 
region of the cloud having strong upward convection, they sweep up the smaller : 
droplets in their path as they are carried aloft. Most of this coalescence occurs ! 
on the under-surface of the drop since the cloud droplets move faster than ! 
the larger droplets and are thus intercepted and collected. When the growing | 
drops become so large that the pull of gravity exceeds the vertical lift of the : 
air current, the drops begin to fall and sweep up even more cloud particles | 
in their path. In addition, the falling drops by virtue of their lower vapor 
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pressure grow by diffusion since they are continually invading air that is 
varmer than the residual temperature of the falling drops. When the drops 
each a weight of about 0-5 g, they are no longer spherical but are flattened 
ut in the peculiar manner shown in Fig. 13. Such drops are potentially 
instable and become susceptible to break-up. A small shearing force of the 
tind common to turbulent air is all that is required to shatter the drops into 
‘wo or more smaller drops. BLANCHARD’s experimental studies [18] in our 
boratory show in a very elegant manner the limiting conditions of stability 
vhich restricts the size of falling rain drops. 

If a growing rain drop in a cumulus cloud breaks apart before reaching 
he level from which it started growing, the mechanism constitutes a chain 
action. Thus one drop produces two or more; these droplets passing through 
he same cycle produce two or more, and within a very short time, many 
illions of particles have developed from the initial drop. If, for example, 
uch an unstable drop breaks into five droplets (a common occurrence as 
en in BLANCHARD’s experiments), it requires only 10 cycles for more than 
million new drops to form. 

' The effects which may develop from water seeding of cumulus clouds — Under 
ost conditions, the introduction of large water drops into a convective cloud 
xceeding these critical dimensions might be expected to do no more than 
nitiate a chain reaction within the cloud which would lead to its dissipation. 

Since this mechanism is a mechanical one and is not related to a change 

+ phase, no energy release is effected and, consequently, one would not nor- 
pally expect anything to happen, save the disappearance of the cloud. 
If, however, the precipitation develops as a chain reaction so that heavy 
in forms on one side of a large convective cell, the down drafts might be 
© strong that an upward counter current is produced. If the air is unstable, 
his upsurge of air may lead to a local convergence which would certainly 
duce more precipitation than would normally result by the mere dissipation 
nf the treated cloud. 

The normal effect, however, which seems to be most commonly experienced 
when clouds are seeded by water is dissipation. This is an important feature, 
«owever, since even supercooled clouds may be affected in this manner. In 
spect to the dissipation of clouds, it should be emphasized at this point 
hat many large clouds dissipate naturally, especially when the air aloft is 
ry. The best way to evaluate such results is to become familiar with the 
rowth and disappearance of clouds by the use of lapse time moving pictures. 
Successive pictures of clouds taken by a movie camera at 2-1, second inter- 
rals and then viewed at the normal rate of 16 per second, speed the apparent 
levelopment of clouds by a factor of 40 fold. A familiarity of cloud develop- 
ent gained in this manner permits the observer to make a critical evaluation 


f results which follow seeding operations. 
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Table 1 


Mass of water vapor in saturated air (from Smithsonian Tables) 


Temperature Amount of water vapor 

XC in saturated air g/m? 
30 30-039 
20 17-118 
10 9-330 
0 4-835 
tO 2-154 
=20 0-892 


Table 2 


Concentration of ice nuclei in air of Northeastern U.S. 
(January 1948 to September 1949 [3 hourly observations]) 


Number of ice nuclei Number of observations 
per cubic meter of air | during 18 months period 


1< 10° tol x 102 1194 
Se Oe WSC Or 1294 
1EMOÉEOLEC 102 1757 
DE lO? wo Sx iO? 295 
(Received: October 1, 49.) (To be continued in ZAMP 1/4) 
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Fig.5. Rain showers from warm tropical cumulus cloud without appreciable vertical development 
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Seeding pattern used in Flight 83, Project Cirrus. 
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Fig. 7. View of rapidly spreading seeding track behind plane dispensing dry ice. Seeding plane several 
thundred feet above cloud deck. (Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 


| Fig. 8. View of subsiding area of snow crystals produced by dry ice seeding, Flight 73, Project Cirrus. 
(Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 
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Fig. 9. View of ‘‘Figure four” seeding, Flight 83, Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps 
Engineering Laboratory.) 


Fig. 10. View of “Figure four” pattern from near apex, Flight 83. (Official Photo, Signal Corps 
Engineering Laboratory.) 
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Ice crystals streaming from pellet of carbon 
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Fig. 12. View of cumulus cloud generating large quantities of ice crystals. Streamers of “false cirrus”’ 
produced by suc ive build-ups of cumulus. 


Fig. 13. TI 
equivalent to the terminal velocity of th drop. Illumination with high intensity stroboscopic light. 
(General Electric Research Laboratory Photo.) 


oscillations and breakup of a single large drop of water floating in air having a velocity 
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Zur Berechnung der Eigenwerte von Matrizen durch 
Lochkartenmaschinen 


Von PETER HENRICI, Zürich!) 


1. Einleitung 


Die numerische Berechnung der Eigenwerte einer Matrix ist, wie bekannt, 
tin Klassisches Problem der angewandten Mathematik. Im Zuge der Erschlie- 
3ung der ursprünglich für kaufmännische Aufgaben konstruierten Lochkarten- 
aschinen für die Zwecke der angewandten Mathematik hat kürzlich G. Kınp- 
CHAAD gezeigt, wie diese Maschinen der Berechnung der Eigenwerte von 
Matrizen beliebig hoher Ordnung mit reellen oder komplexen Koeffizienten 
Hienstbar gemacht werden können?), sofern nur die absoluten Beträge dieser 
Eigenwerte alle verschieden sind. Im folgenden wird nun dargelegt, wie man 
bei leichter Modifikation des Verfahrens von G. KIND-SCHAAD nicht nur die 
Eigenwerte selbst, sondern fast ohne zeitlichen Mehraufwand auch die ersten 
partiellen Ableitungen des dominierenden Eigenwertes (d. h. des Eigenwertes 
init dem größten absoluten Betrage) nach beliebigen Elementen der Matrix 
berechnen kann. 

Das zu beschreibende Verfahren ermöglicht es also, ingenieurmäßig gespro- 
chen, Aussagen darüber zu machen, wie stark die erste Eigenfrequenz beispiels- 
weise eines schwingungsfähigen mechanischen Systems durch Änderungen von 
Masse und Elastizität einzelner Elemente des Systems beeinflußt wird. Umge- 
kehrt kann man natürlich auch angeben, unter welchen Bedingungen man die 
mechanischen Eigenschaften des Systems verändern darf, ohne die erste Eigen- 
frequenz zu beeinflussen. 


2. Die Berechnung des dominierenden Eigenwertes 
a) Mathematische Grundlagen 


Sowohl dem Verfahren von G. KınD-SCHAAD als auch dessen unten zu be- 
schreibenden Modifikationen liegt nachstehender Satz der linearen Algebra 
zugrunde: 

Es sei # eine (nicht notwendig symmetrische) Matrix n-ter Ordnung mit 
reellen oder komplexen Koeffizienten a,,. Ihr dominierender Eigenwert A, sei 


1) Institut für angewandte Mathematik der ETH. | 
2) G.Kınp-ScHAAD, Lösung von Eigenwertproblemen mittels Lochkartenmaschinen, Schweiz. 


Arch. angew. Wiss. Techn. 13, 161 (1947). 
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einfach und von größerem absolutem Betrage als alle andern Eigenwerte. 
Ferner seien x und y zwei n-dimensionale Kolonnenvektoren, von denen der 
erste nicht zu dem zu A, gehörigen Eigenvektor von u, der zweite nicht zu dem 
zu A, gehörigen Eigenvektor von #*1) orthogonal sein möge. Dann gilt 


| 


5 sr ul y i 
À = lim x* Uy 5 (1) : 
y—>00 


Zum Beweis dieses Satzes, der mit Hilfe von bekannten Theoremen von CAYLEY 
und SYLVESTER geführt werden kann, verweisen wir auf die Literatur”). 


b) Maschinelle Durchfiihrung 


Zur Auswertung der Formel (1) auf Lochkartenmaschinen berechnet man in | 
einem iterativen Zyklus, für dessen nähere technische Einzelheiten wir auf die 
Originalarbeit von G.KIND-SCHAAD verweisen, die Vektoren 


ghd) ay ju) x) = x, | 
(w= 0/42/7012 


(u+1 


patD — yy) , yo y, | 


Treibt man die Iteration etwa bis zum M-ten Schritt, so stellt, falls M genügend 
groß gewählt wurde, 


(„N)* „m 7 Lu M x]* uM y Re ey 
(any ya = [(u*)™ x]* um 1 y yey EI 


eine gute Näherung für den gesuchten dominierenden Eigenwert À, dar. Eine 
von G.KIND-SCHAAD nicht hervorgehobene Schwierigkeit, die darin besteht, 
daß die Vektoren x und y, mit denen man die Iteration beginnt, zu gewissen 
a priori nicht bekannten Eigenvektoren von # nicht orthogonal sein dürfen, 
kann dadurch umgangen werden, daß man entweder mit einem System von 
n orthogonalen Vektoren zu iterieren beginnt, oder, was praktisch ein brauch- 
barerer Weg sein dürfte, indem man die Iteration mit Vektoren beginnt, von 
denen man aus physikalischen Überlegungen heraus weiß, daß sie von den ge- 
nannten Eigenvektoren nicht stark abweichen. 


3. Die Berechnung von OA1/0a;; 


a) Mathematisches 


Auch zur Berechnung der partiellen Ableitungen des dominierenden Eigen- 
wertes nach den Koeffizienten der Matrix kann von (1) ausgegangen werden. 


1) u* bedeutet die zu u transponierte Matrix. 
2) Zum Beispiel FRAzER, DUNCAN und COLLAR, Elementary Matrices (Cambridge 1938), S. 134 ff, 


| 
| 
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‚Mit der Abkürzung 
Eu N 


| : 
‚erhält man, da die Konvergenz des Grenzwertes in (1) in einem genügend kleinen 


(Gebiet des a,,-Raumes in bezug auf die a;; gleichmäßig ist und man deshalb 


Differentiation und Grenzwertbildung vertauschen darf, 
| 


OA, ey ae Bee 
9a; Ar da; fy 
aa Ofy 
ba. 0a; ; 
= lim 
een (2) 
Mu 0h | 
ST DIN 
= À li en has 3 Tn 13 > 
ER | Pr fy | 


|Bei der Ausführung der Differentiation des Matrizenproduktes /, nach dem all- 
‚gemeinen Element a,, der Matrix hat man zu beachten, daß auch bei der Dif- 
i ferentiation von Matrizenprodukten wegen der Nichtkommutativität des Pro- 
(duktes die Reihenfolge der Faktoren nicht vertauscht werden darf. Somit folgt 
we = (wy) 


aj 0a;; 


a | 


= x Du ae 


"Bedeutet e, einen n-dimensionalen Vektor, dessen :-te Komponente 1 beträgt 
ind dessen andere Komponenten alle verschwinden, so kann man 


Ou Pe. 
= 0a; ; wae) 
‘setzen und erhält 
= 
0 < = 
LIT Due, ew il, 
0a; ; = 


‘oder wegen der Assoziativität und der Distributivität des Matrizenproduktes 


DE 


Ofy # * v—H— 1 
Da (at u e;) (e; u y). 


ii x=0 


Hier erkennt man in x*u*e, die i-te Komponente des früher definierten Vektors 
x), und ebenso ist e* ur-*-1y die j-te Komponente von y”-*-?. Dadurch 


‚ergibt sich 
vil 


UES ICE iG eas (3) 


ad x=0 
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b) Maschinelle Auswertung 


Zur Auswertung der Formel (3) auf den Maschinen genügt die Bemerkung, | 
daß die Vektoren x und y-*-1 schon zur Bestimmung von A, iterativ be- | 
rechnet wurden und auf Lochkarten registriert vorliegen. Man hat jetzt nur | 
noch auf der Sortiermaschine die passenden Komponenten auszuscheiden, 
auf dem Kollator die Paare (x), (y@-*-»), zusammenzufassen, auf der Multi- — 
pliziermaschine ihre Produkte zu bilden und dann den Tabulator die Summe (3) ; 
bilden zu lassen. Diese Operationen sind fiir zwei aufeinanderfolgende Werte | 
von » vorzunehmen. Hat man, wie oben angenommen, bei der Berechnung von | 
À, M-mal iteriert, so läßt sich auf diese Weise | 


ed ee 


und damit nach (2) auch 


ii ij 4) 4 
Mer waren Ss | 
errechnen, was bei genügend groß gewähltem M eine gute Naherung für 0/,/0a,; | 
darstellt. 

Der zusätzliche Zeitaufwand zur Berechnung von (4) für einen bestimmten | 
Koeffizienten a,, ist unabhängig von der Ordnung n der Matrix und beläuft | 
sich bei reellwertigen Matrizen etwa auf 15 Minuten, während die Durchfüh- 
rung des eigentlichen Iterationsprozesses zur Berechnung von À, mehrere Stun- | 
den in Anspruch nimmt. 


4. Ergänzungen und Verallgemeinerungen 


a) Matrizen mit mehrfachen oder dem absoluten Betrage nach nicht verschiedenen N 
dominierenden Eigenwerten | 


Sind die Voraussetzungen des im 2. Abschnitt angeführten Satzes nicht } 
erfüllt, so können zwar zur Berechnung der dominierenden Eigenwerte und | 
ihrer Ableitungen grundsätzlich gleichwohl noch iterative Methoden der oben À 
beschriebenen Art zur Anwendung gelangen, auf deren Publikation hier indes- 
sen wegen ihrer größern Kompliziertheit und der geringeren praktischen Be- 
deutung verzichtet wird. 


b) Berechnung der Ableitungen der übrigen Eigenwerte 


Vom rein mathematischen Standpunkt aus bietet die Berechnung der übri- | 
gen (nicht dominierenden) Eigenwerte und ihrer Ableitungen dann keine | 
Schwierigkeiten, wenn alle Eigenwerte dem Betrage nach verschieden sind. | 
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as in den Abschnitten 2 und 3 Dargelegte kann wörtlich übertragen werden, 
nur hat man jetzt zur Berechnung des 7-ten Eigenwertes bei der Iteration mit 
Vektoren x und y zu beginnen, die auf den i — 1 ersten, nicht aber auf den 
#-ten Eigenvektoren von u bzw. u* senkrecht stehen. Leider ist dieses Ergebnis 
für die angewandte Mathematik ohne Wert, da in praktischen Fällen die frag- 
lichen Eigenvektoren ja selber erst durch Iteration gewonnen werden müssen 
nd somit nicht mit absoluter Genauigkeit bekannt sind. Ist die genannte 
Orthogonalitätsbedingung aber nicht streng erfüllt, so konvergiert der Grenz- 
ert (1) wieder gegen den ersten Eigenwert. Diese Schwierigkeit kann nun 
zwar umgangen werden, wenn es sich nur um die Berechnung der Eigenwerte 
selbst handelt; die Berechnung der Ableitungen gestaltet sich jedoch dann zu 
ompliziert. 

c) Tragweite der Formel (3) 


Die Beziehung (3), in der vorliegenden Arbeit vor allem im Hinblick auf 
naschinelle Rechenmethoden abgeleitet, dürfte auch von einem allgemeineren 
mathematischen Standpunkt aus von Interesse sein. Sie gestattet u.a. die 
Herleitung einer Formel mit Korrekturgliedern beliebig hoher Ordnung für die 

igenwerte von Matrizen mit überwiegenden Koeffizienten in der Hauptdiago- 
male (Diagonalmatrizen), wie sie zum Beispiel bei Störungsproblemen auf- 
treten. 
Summary 


It is well known that the dominant latent root of a square (real or complex) 
atrix may be calculated by iteration of the matrix on punched-card machines 
rovided this root is single. The present paper treats the problem of the calcu- 
lation of the derivatives of that root with respect to the elements of the matrix. 
It is shown that these derivatives may be calculated in short time without 
unching additional cards by simple permutation of the cards already used in 
the iteration process. 

(Eingegangen: 25. 10. 49.) 


Zur Knickung der gedrückten und tordierten Schraubenfeder 


Von Hans ZIEGLER und ALFRED HUBER, Zürich!) 


1. Problemstellung 


In einer früheren Arbeit hat H. ZIEGLER?) die Knickung der beidseitig dreh- 
bar gelagerten, gedrückten und tordierten Schraubenfeder untersucht. Es han- 


| 1) Eidg. Technische Hochschule, Zürich. 
2) H.Z1EcLER, Das Knicken der gedrückten und tordierten Schraubenfeder, Ing. Arch. 10, 227 
(1939); siehe auch C. B. Brzzeno und R. GRAMMEL, Technische Dynamik (Berlin 1939), S. 553. 
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delte sich damals darum, die für reinen Druck von C. B. BizzENo und J. J. KocH!) 
gewonnenen Ergebnisse in ähnlicher Weise für die kombinierte Belastung Zu 
verallgemeinern, wie dies schon frither R. GRAMMEL?) mit der Eulerschen Knick- 
formel im Falle des geraden Stabes getan hatte. 

Inzwischen hat J.A.HARINGX’) nachgewiesen, daß die Untersuchung von 
C. B. BIEZENO und J. J. Koch den Mangel aufweist, zwar die Querkraft, die 
bei Schraubenfedern nicht vernachlässigt werden darf, in Rechnung zu stellen, 
nicht aber die durch sie erzeugte Schiebung. Dieser Mangel führt aber nicht 
nur bei reinem Druck, sondern auch bei Druck und Torsion zu unhaltbaren 
Resultaten, und in der Tat hat J. A. HARINGX in beiden Fällen neue und durch 
Versuche unter bestimmten Sonderbedingungen gut bestätigte Knickformeln 
erhalten. 

Leider hat aber J. A. HARINGX seine Ergebnisse nur für Federn aus Rund- 
draht und zudem in einer Form ausgewertet, die den Zusammenhang zwischen 
dem kritischen Druck und dem kritischen Torsionsmoment für eine gegebene 
Feder nicht ohne weiteres zu überblicken gestattet. Dabei bleibt insbesondere 
die Frage unbeantwortet, ob das von H.ZIEGLER gewonnene Resultat, wonach 
bei geeigneter Wahl des Drahtprofils die Feder durch eine Vorspannung belie- 
big hohen Torsionsmomenten gegenüber knicksicher gemacht werden könne, 
auch nach der verbesserten Knickformel noch gültig sei. 

Zweck der vorliegenden Arbeit ist die Diskussion der Formel von J. A. HA- 
RINGX für verschiedene Drahtprofile, insbesondere im Hinblick auf die zuletzt 
gestellte Frage. 


2. Die Knickformel von J. A. Haringx 


Nach R.GRAMMEL4) läBt sich die Schraubenfeder unter den üblichen ver- 
einfachenden Annahmen (geringe Steigung, Länge /, der ungespannten Feder 
groß ım Vergleich zum Wicklungsradius R, Vernachlässigung der Kontakt- 
effekte) als Ganzes wie ein weicher Stab behandeln. Seine Steifigkeitszahlen, 
nämlich die Biegesteifigkeit «, die Schubsteifigkeit ß, die Drucksteifigkeit y und 


die Torsionssteifigkeit 6 sind dabei durch 
æ—%2, B=Boz, y=yo2, 6=Öp2 (1) 


gegeben, wobei / die Lange der zusammengedrückten Feder, 


nd (2) 


1) C. B. Bıezeno und J. J. Koch, Knickung von Schraubenfedern, 7. angew. Math. Mech. 5, 


) 
279 (1925); vgl. auch C. B. BrezENo und R. GRAMMEL, a. a. O., S. 548. 

2) R. GRAMMEL, Das kritische Drillingsmoment von Wellen, Z. angew. Math. Mech. 3, 262 (1923); 
siehe auch C. B. BIEzEno und R. GRAMMEL, a. a. O., S. 545. 

3) J. A. Harıncx, On the buckling and the lateral rigidity of helical springs, Proc. Nederl. Akad. 
Wet. 45, 533 und 650 (1942); vgl. auch Philips Res. Rep. 3, 401 (1948) und 4, 49 (1949). 

4) C. B. Biezeno und R. GRAMMEL, a. a. O., S. 548. 
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ihre relative Länge und a, Bo; Yo du Konstante sind. Die Kehrwerte dieser 
onstanten, welche die Steifigkeiten der unverkiirzten Feder darstellen, be- 
rechnen sich zu 


aL n ak m +1 ie 1 n ak? 

Sy hie RE a = A ii 

XK fe dalla + 2k n EUR De BET | 3 
1 La ih 4a R3 In Zur (3) 
Yo Io m ar > na 


| nd zwar bezeichnet hier 7 die Windungszahl der Feder, E ihren Elastizitäts- 
modul und m die Querzahl; ferner sind J,, Z, die Haupttragheitsmomente des 
Federprofils bezüglich der Normalen bzw. Parallelen zur Schraubenachse durch 
den Profilschwerpunkt S, J) das polare Trägheitsmoment des Querschnittes 
bezüglich S und À ein Profilbeiwert, der für den kreisförmigen Drahtquerschnitt 
gleich und für andere Querschnittsformen größer als 1 ist. 

Für die beidseitig drehbar gelagerte Feder besteht nach J. A. HARINGx!) 
zwischen der kritischen Druckkraft P und dem kritischen Torsionsmoment W 
die Beziehung 


LE D} te De Ye a Ee 
(++ = 2? (4) 


in der die natürliche Zahl 7 die Ordnung der Knickbelastung darstellt. Der 
‚Definition der Drucksteifigkeit zufolge ist 


a = Poe, (5) 


wobei & die negative Dehnung der Feder bezeichnet. Ferner ist gemäß Defini- 
tion der Torsionssteifigkeit der auf die Längeneinheit der verkürzten Feder 


bezogene Drehwinkel durch 
Der 
der gesamte Drehwinkel nach (1) und (2) mithin durch 


Et 
AO NE Woe 


0 


gegeben. Führt man mit 
W = 09 © (6) 


noch den spezifischen Drehwinkel w, bei Abwesenheit der Druckkraft P ein, so 
‘ist demnach 


Peal pig. 
Mit (1), (2), (5) und (6) geht (4) tiber in 
Yo 1820 us : Oo ae a? 
nee ea heed og (7) 


1) Vgl. J. A. Harıncx, Proc. Nederl. Akad. Wet. 45, 652 (1942), und für die folgenden Um- 
| rechnungen C. B. Brezeno und R. GRAMMEL, a. a. O7 51592; 
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Der Vergleich mit (3) zeigt, daB man 7 = 1 bzw. 


Yor ‘Yo Pie Co centre ! 
len deu q 
setzen und die (praktisch belanglosen) Knickbelastungen höherer Ordnung | 
(j = 2, 3, ...) der Feder mit der ursprünglichen Länge /, als Knickbelastungen 
erster Ordnung der Federn mit den Längen /)/2, /)/3, ... gewinnen kann. 
Mit w, = 0 erhält man aus (8) die bekannte Knickformel 

& EA RÉ [RER 

14-2755: 
der nur gedrückten, mit & = 0 diejenige 

Zar 


©, — 
Ch Bae ota sis 8 


der nur tordierten Feder mit dem Knickmoment W* = 6,5. Bezieht man mit | 


W D ey . 
N ~ m = ae : . Wo (9) 


RGR leh 


W und w, auf diesen Fall der reinen Torsion und führt man mit 


Io 


Zr 2nR 


(10) 
noch den Schlankheitsgrad der Feder ein, so kommt statt (8) 


4 Res? Ho ei (22 —1)8] +9? = 1, (11) 


und dafiir kann man mit den von der Schlankheit unabhangigen — und mit 
Hilfe von (3) ausgerechneten — Abkiirzungen 


1 m IM 1 m Io 


RAN Be) I ome 3 À 
FE 2 ak m+1 I,’ B=1 Be 1 AR wae dg (12) 
schließlich auch 
rast a3) 


schreiben. 
3. Diskussion und Beispieie 


Durch die Schlankheit (10) und die nur vom Drahtquerschnitt und vom 
Werkstoff abhängigen Konstanten (12) ist die Schraubenfeder bezüglich Knick- 
sicherheit bestimmt. Trägt man nach (13) für eine gegebene Feder 7 als Funk- 
tion von € auf, wie dies in Fig.1 bis 4 für verschiedene Querschnitte und mit 
s als Parameter durchgeführt ist, so gewinnt man Kurven, aus denen man für ' 
jede Druckkraft P= y,£ das zugehörige kritische Torsionsmoment W = |W*| n 
ablesen kann. 
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Die für verschiedene Schlankheiten s erhaltenen Kurven n(£), die bezüglich 
er &-Achse symmetrisch und nur für positive 7 aufgetragen sind, gehen sämt- 
ch durch die Punkte (0, 1), (0, — 1), welche der Knickung durch reine Torsion 

tsprechen, und liefern in ihren Schnittpunkten mit der £-Achse die Knicklast 
ür reinen Druck. Nach (13) handelt es sich um — zur £-Achse symmetrische — 
Kegelschnitte mit dem gemeinsamen, von s unabhängigen Mittelpunkt 


ili 
o=7B: No = 0. (14) 


Wahrend nach (12) die Konstante A stets positiv ist, steht dies fiir B nicht 
vornherein fest; vielmehr drängt sich zunächst die Vermutung auf, daB B 
‘ur in Richtung der Schraubenachse langgestreckte Profile (I, € J,) kleiner als 
ull werde. Da aber k mit zunehmendem Unterschied zwischen J, und J, stark 
ınwächst, ist der Fall B < 0 äußerst unwahrscheinlich, und in der Tat kann 
man ihn fiir einfachere Profile, fiir die man k kennt, beispielsweise fiir den 
echteckquerschnitt, als ausgeschlossen nachweisen. Damit folgt aber aus (13), 
laß die Kurven 7(£) Hyperbeln mit gemeinsamem Mittelpunkt £, auf der posi- 
tiven &-Achse sind. 

Für kleine Schlankheiten ist die rechte Seite von (13) positiv; man erhält 
also nach oben und unten geöffnete Hyperbeln, die sich mit s > 0 den Horizon- 
calen 7 = + 1 nähern. Für große Schlankheiten dagegen ist sie negativ; die 
zugehörigen Hyperbeln sind nach links und rechts geöffnet und nähern sich mit 
> co den Vertikalen & = 0,&=1/B. Für 


‘= /2 (15) 
verschwindet die rechte Seite von (13), und man erhalt als Ubergang zwischen 


en beiden Hyperbelscharen das Geradenpaar 


ne Bs — 1), 


Fig. 1 zeigt die Knickkurven für einen Draht mit kreisförmigem Quer- 
schnitt und der Querzahl m = 10/3. Man hat hier k — 1 und = = 16/2, 
srhalt aus (12) A = 23/26, B = 8/13 und damit aus (14) den Mittelpunkt 
&, = 13/16 der Hyperbeln. Der Übergang zwischen beiden Scharen findet nach 
(15) bei einer Schlankheit s = 4//23 = 0,834 statt. 

Die Fig. 2 bis 4 entsprechen Rechteckquerschnitten mit den Seitenver- 
ältnissen h/b = 1/2, 1, 2, und zwar ist mit die zur Schraubenachse normale 
echteckseite bezeichnet. 
| Bei Profilen, die — wie der Rechteckquerschnitt von Fig. 4 — in Richtung 
ider Schraubenachse geniigend langgestreckt sind, ist 


1 m UM 


Deel 7, 


IV 


1 


En À 


ZAMP 1/13 
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nach (12) also B = 1/2 und zufolge (14) &, 2 1. Die Kurven n(£) fallen dann 
über der &-Achse für jedes s monoton ab, und dies bedeutet, daß durch Erhö- 
hung der Druckkraft P das kritische Torsionsmoment W und durch Erhöhung 


S=0 


p= BER LA 


10) 


08 


G2 G2- 


Biss Fig. 4 


des Torsionsmomentes die kritische Druckkraft herahgesetzt wird. Freilich 4 
schneiden nur diejenigen Hyperbeln, die zu größeren Schlankheiten gehören, 
die &-Achse im Intervall O<E < 1, und dies entspricht der bekannten Tat- } 


sache, daß die Feder bei genügend kleiner Schlankheit unter Druck allein | 
knickfest ist. 
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Bei Profilen, die (vgl. Fig. 1 bis 3) nicht in Richtung der Schraubenachse 
nggestreckt sind, ist 


1 m IR 
Ab m] Ths <1 


nd damit &, < 1. Hier steigen die Kurven, die zu kleineren Schlankheiten 
hören, für &, < £ < 1 wieder an, und dies bedeutet, daß sich über der durch 
» gegebenen Grenze das kritische Torsionsmoment durch Steigerung des 
druckes und die kritische Druckkraft durch Steigerung des Torsionsmomentes 
rhöhen läßt. Bei diesen Profilen besteht insbesondere die Möglichkeit, die 
‘eder, die bei gegebenem Torsionsmoment unter einer bestimmten Druckkraft 
abil wird, durch Erhöhung des Druckes wieder zu stabilisieren. 

_ Der Vergleich dieser Ergebnisse mit den bereits zitierten!) ergibt für große 
‚chlankheiten erwartungsgemäß gute Übereinstimmung, während für kleinere 
‚chlankheiten, bei denen die Schiebung an Bedeutung gewinnt, erhebliche Ab- 
yeichungen festzustellen sind. Die Möglichkeit der Stabilisierung durch Druck 
esteht auch hier, ist aber verhältnismäßig beschränkt und an Profile gebunden, 
lie in Richtung der Schraubenachse nicht langgestreckt sind. 

| 
Summary 


The authors discuss a formula of J. A. HARINGX for the stability of a helical 
pring under compression and twist for different cross sections. They show 
hat in certain cases an originally unstable spring can be stabilized by increasing 
he compression. 

(Eingegangen: 12. 8. 49.) 


Sur quelques propriétés de couches photoélectriques complexes 


Par ANDRE LALLEMAND et MAURICE DUCHESNE, Paris?) 


Un grand nombre de travaux ont déja été publiés sur les propriétés des 
couches photoélectriques complexes, en particulier celles du type argent- 
oxyde d’argent-césium. RAJCHMAN?), en utilisant un multiplicateur d’électrons, 
1 pu étudier l'émission thermique de telles couches en procédant par refroidis- 


| OU , 
sement, ce qui éliminait les erreurs causées par un changement de structure de 


la couche qu’on observe lorsqu’on procède par élévation de température. 


1) H. ZIEGLER, a. a. O. 
2) Observatoire de Paris. 
3) J. RaycuMan, Thèse (Zurich 1938). 
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L'utilisation du télescope électronique, ou transformateur d'images, peut 
permettre d'étudier de telles couches avec encore plus de sécurité. En effet, leg 
télescope électronique permet de former une image électronique de la photo- 
cathode sur un écran fluorescent et, en mesurant la brillance de cet écran, d’en 
déduire le courant qu’il reçoit; dans ces conditions, à une surface définie den 


l'écran correspond une surface émissive définie de la photocathode, de sorte 
qu’il n’y a aucune ambiguïté possible sur l’origine des électrons. Non seulement 
on sait qu’ils ne proviennent pas d’un mauvais isolement, d’une émission de 
champ provenant d’une électrode, mais on voit en quel point de la photo= 
cathode ils ont leur origine. D’autre part, en utilisant des potentiels accéléra- 


teurs assez élevés, on peut très bien mesurer des courants extrêmement faibles, | 


par exemple 10-15 A, en mesurant la brillance de l’écran. On peut donc opérer 


par refroidissement des couches photosensibles pour étudier leurs propriétés en | 


fonction de la température. En appliquant ces méthodes, M. DUCHESNE!) 


a obtenu de nombreux résultats expérimentaux; nous nous proposons d’exa- | 


miner certaines conséquences qui peuvent en découler. 


L'émission thermique d’une cathode est généralement donnée par la loi de 


RICHARDSON-DUSHMAN: 


: NN: 

= A T* exp (= ee), 
tion, À la constante de BOLTZMANN et T la 
température absolue. 

Si l’on mesure dans l’obscurite l’émission 

2 d’un élément de surface de la photocathode 
en fonction de la température T et que l’on 
porte log (¢/T?) en fonction de 1/7, on obtient 
la courbe de la figure 1. Les mesures ont été 


6 
00087 0008 00085 1/7 UH 00037 


Fig. 1 N ; 
Bruce de RENARD ON. de 30° C à — 5° C; dans cet intervalle de tem- 


pérature le rendement lumineux de l'écran 
reste constant et sa brillance est proportionnelle à 7. 

On voit que la courbe de RICHARDSON, d’abord rectiligne, s’incurve aux 
basses températures. Ce phénomène est général pour toutes les couches étu- 
diées qui sont du type: Argent-oxyde d’argent-césium-oxygène-argent ; il a déjà 
été décrit par J. RAJCHMAN (loc. cit.) et P.GÖRLICH?). Si l’on considère la partie 
rectiligne de la courbe, on peut calculer le travail d'extraction: on trouve: 
Po = 0,94 V. 


Pour expliquer la courbure obtenue, RAJCHMAN pense qu’il peut y avoir. 


une émission thermique de la photocathode à laquelle se superpose un courant 


1) M. DucueEsne, Thèse (Paris 1949). 
2) P. GörLIcH, Z. Phys. 116, 704 (1940). 


A étant une constante, @ le travail d’extrac- | 


faites en déterminant la brillance de l’ecran | 
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ndépendant de la température. Mais ici, grace à l’emploi de l’optique électro- 
lique, nous savons que ce courant constant ne pourrait provenir que de la 
Photocathode, et il est facile d’en calculer la grandeur et par suite la brillance 
onstante qu’il produirait sur l'écran (fig. 2). Or, l'expérience montre qu’en 
efroidissant énergiquement le télescope, la brillance de l’écran tombe bien en 
essous de la valeur constante ainsi calculée. 


SS. 


Ss 
N 88 


courbe expérimentale 


Brilence de l'ecran en IE Nit 
S 
N 


cs 


Ÿ courbe ideale 


vg 0 Se ve 
Temperatures de la cathode en C 
| Fig. 2 
Courbe expérimentale de la brillance de l’écran en fonction de la température et courbe idéale 


| satisfaisant à la loi de RICHARDSON. 


En appliquant la formule de RICHARDSON-DUSHMAN, nous avons admis que 
€ travail d'extraction 9, était indépendant de la température; or nous n’en 
savons rien a priori, mais nous pouvons mesurer ce travail d'extraction par des 
“mesures photoélectriques et voir comment il se comporte en fonction de la 
température. Nous avons effectué ces déterminations en utilisant la théorie de 
“OWLER. On a déterminé la réponse spectrale de la photocathode pour deux 
températures 0, = 17°C et 0, = —120°C; les résultats obtenus sont illustrés 
ar la figure 3. | 

La théorie de FOWLER prévoit que 7 étant le courant photoélectrique à la 
température T, B une constante et F(x) une fonction universelle: 


log fs = B +P). 
La variable x est définie comme suit: 


| 
| 


h est la constante de PLANCK, À la constante de BOLTZMANN, » la fréquence de 
la radiation considérée et y, le travail d'extraction. La figure 4 représente en 
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trait plein la courbe théorique et les points obtenus expérimentalement aprè 
en avoir déduit la constante B et le travail d'extraction @,. On trouve ainsi: 


Po = 0,99 + 0,01V pour T=290°K (17°C), 
Po = 0,98 +0,01V pour T= 153°K (—120°C) . | 


temperature de la cathode -100T 
' OO ee 


emission photoclectrique pour une energie lumineuse de 100 [unité arbitraire) 


30 température de la cathode +170 


4 . LA i OA a 
emission photoßlechrinve pour une énergie lumineuse de IWW, [unité arbitraire) 


7000 8000 5000 10000 1/000 12000 3000 0 


Longueur d'onde en 4 
Fig. 3 
Courbes de réponse spectrale pour deux températures de la cathode. 


On peut en conclure que le travail d'extraction est, aux erreurs d'expérience 
près, indépendant de la température et en bon accord avec la valeur trouvée 
en considérant la partie rectiligne de la courbe de RICHARDSON. La théorie del 
FOWLER permet de déterminer le travail d'extraction vrai de la couche. On 
peut obtenir une mesure approchée de la longueur d’onde limite À, de la couche 
en formant l’image de la fente de sortie d’un monochromateur sur la photo- 
cathode et en cherchant la longueur d’onde pour laquelle l’image de la fente 
n'est plus visible dans le télescope. Les mesures ont été faites aux tempéra- 
tures de +20°C et —120°C (M. DUCHESXNE, loc. cit.). De grandes précautions 
ont été prises pour éviter la lumière parasite par l'emploi d’un monochromateur 
double et on a vérifié que l’interposition devant la fente d’un filtre en verre 
laissant passer uniquement l’infra-rouge (UG 7 de SCHOTT) ne changeait en 
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en l’aspect de l’image dans le télescope pour la longueur d’onde limite. Dans 
s conditions, on a trouvé une longueur d’onde limite de 14750 A à 20°C et 

000 À à — 120°C, correspondant respectivement à @» = 0,84 V et 9, = 0,83V. 
| Par suite des erreurs possibles, on peut conclure 
que l’on n’a pu mettre en évidence aucune varia- 
tion du travail de sortie en fonction de la tempéra- 
ture. En effet, la différence trouvée peut être ex- 
pliquée en remarquant qu’à la température de 20°C 
0 13% le courant thermique était important et l’image de 
v 20% la fente vue dans le télescope était de ce fait moins 
contrastée qu’à la température de — 120°C; sa dis- 
parition était jugée alors dans des conditions moins 
favorables. 

Il faut remarquer que la théorie de FOWLER per- 
met de déterminer le travail d'extraction vrai en 
tenant compte de l'effet de température pour les 
électrons au voisinage du maximum d’énergie au 
zéro absolu, dans la théorie de FERMI-DIRAC; la 
Fig. 4 théorie de FOWLER prévoit encore une émission 
Werification de la théorie de}, otoélectrique possible i) pour des longueurs d’onde 

FOWLER. 
de 14750 A ou 15000 A; on peut calculer 5,, et il 
era intéressant de comparer le résultat du calcul a1’intensité du courant photo- 
lectrique réellement décelée. 

Pour la longueur d’onde À, = 15000 A, on peut calculer x et F(x), ce qui 

donne: 


20 


x 


log + Sy ewe? 


Je calcul peut être fait pour une autre longueur d’onde, par exemple A, = 12550A, 
cour laquelle on a mesuré le courant 7,; on trouve: 
2, 


Te = B — 0,0849 


log 


x 


Vou: 
log + = 5,2134 
Lo 
de sorte que: | 
12108, 


Dans les conditions expérimentales réalisées, 1, atteignait 10711 A, de sorte que 
0, d’après la théorie de FOWLER, était de l’ordre de: 


ig = 10-16 A. 
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En considérant le rendement lumineux de l’écran, on peut estimer que pour | 
9 = 15000 A le courant trouvé expérimentalement était égal à 10-*5 A. La 
théorie de FOWLER n’expliquerait donc pas en totalité l'émission photoélectris, 
que à 15000 A; mais nous n'avons pas tenu compte du rôle de la lumière difs 
fusée, qui devait certainement être présente, ni du rendement quantique, qui 
peut changer lorsqu'on passe de 12550 à 15000 À : on peut en conclure qu’une 
hypothèse sur la nature de la couche devra, 
tenir compte qu’à 15000 À l'émission photo- 
2 électrique, bien que non totalement expliquée! 
par la théorie de FOWLER, n’est pas énormé- 
ment plus grande que celle qui est prévue. 
Admettons que la couche possède le travail 
d'extraction gp = 0,98V, déterminé par la 
théorie de FOWLER et en bon accord avec 
celui que l’on peut déduire de la partie rec-} 
tiligne de la courbe de RICHARDSON; ad- 
mettons, de plus, que la couche possède en 
outre des éléments de surface ayant un travail 
0.0033 00085 Vr 0037 d'extraction plus faible. Ces éléments doivent 
Fig. 5 être très peu nombreux, uniformément répartis 
log (#/T") en fonction de 1/T. Courbe + de très petites dimensions, puisque le tés] 
expérimentale. + points calculés: : 
n,/)=8- 10"; p,—0,98V; p,=0,4V.  lescope électronique ne permet pas de les de- 
celer (l'écran fluorescent, en effet, paraît tou-) 
jours uniformément éclairé). Ces éléments ou centres permettraient de rendre} 
compte de l'émission photoélectrique à 15000 À et d’expliquer la courbure 
positive de la courbe de RICHARDSON aux basses températures. En supposant 
que la couche est formée de petits éléments, nous allons essayer de déterminer 
le travail d’extraction et la proportion des éléments à faible travail d’extraction} 
par rapport à l’ensemble des éléments dont le travail d’extraction est gy = 0,98V,} 
en utilisant la déviation trouvée par rapport à la droite de RıcHarnson. Lel 
courant mesuré sera la somme de deux termes: 


= 0g ip? 


i= n,A,T? exp(— a -+ 7% AT? exp(~ 5) (1) 


avec 9, = 0,98 V et 9, à déterminer. 

Nous chercherons la valeur de y, pour que l’&quation (1) représente exacte: 
ment la courbe expérimentale. Le résultat est le suivant: si l’on prend, — 0,83 V 
(correspondant à A, = 15000 A), il est impossible de trouver un rapport 
n,A,/nzA, qui conduise à la courbe expérimentale; on obtient toujours une 
droite dans le domaine de température exploré. En prenant 2 = 0,4 V et 
n, 41/2349 = 8 - 1010, on obtient les résultats donnés par la figure 5. Les croix 
représentent les points calculés d’après la formule (1). Etant donnée la valeur 
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lu rapport »,4;/" 4, on ne fera pas une grande erreur d'interprétation en 
prenant N,/Ng = 8 : 101°. La courbure positive de la courbe de RICHARDSON 
peut donc s “expliquer par la présence d’éléments à très faible travail d’extrac- 
ion et existant en trés petit nombre dans la couche. Ces éléments passeraient 
aperçus dans la détermination du seuil photoélectrique par la méthode de 
“OWLER. Remarquons que, pour les couches étudiées, dans la formule de 
FOWLER, la quantité B ne reste pas constante, lorsqu'on passe de 17°C a 
120°C; l'émission photoélectrique, en effet, augmente lorsque la température 
nn ce qui n'est pas le cas des métaux purs; corrélativement, on pourrait 
upposer que la constante A de la formule de RICHARDSON-DUSHMAN peut, vers 
s températures peu élevées, subir une variation qui expliquerait la courbure 
rouvée, mais nous n'avons pas de données suffisantes pour contrôler cette 
ıypoth£se. 
Si nous admettons que la courbure obtenue dans la representation de la 
oi de RICHARDSON-DUSHMAN est due à la présence d’un très petit nombre de 
entres à très faible travail d'extraction dans la couche, il reste l’espoir d’ob- 
enir des couches au césium, comportant un plus grand nombre de ces centres, 
t qui, par suite de cet enrichissement, fourniraient des cellules sensibles à de 
plus grandes longueurs d’onde. 


Zusammenfassung 


Die experimentellen Ergebnisse von M.DUCHESNE über photoelektrische 
schichten vom Typus Ag—Cs,O—Cs erlauben, die Verhältnisse der Elektronen- 
mission der Photokathode, unabhängig von den durch Ableitungsströme, 
‚chlechte Isolierung usw. hervorgerufenen Störungen, zu deuten. 

.. Diese Umstände gestatten den Verfassern zu zeigen: 

. Daß die betrachteten komplexen Photoschichten, obwohl sie dem Richard- 
sonschen Gesetze nicht gehorchen, eine wohldefinierte Austrittsarbeit be- 
sitzen, die man nach der Fowlerschen Theorie bestimmen kann. 

. Daß die Schichten photoelektrisch für Wellenlängen in der Gegend von 
15000 Ä empfindlich sind, daß aber die photoelektrische Emission, obwohl 
man sie nicht restlos durch FowLERS Theorie erklären kann, nicht wesentlich 
größer ist als die Emission, die nach dieser Theorie zu erwarten ist. 

3. Daß man die beobachtete thermische Emission erklären kann, indem man 

annimmt, daß die Schichten aus einer großen Anzahl von Elementen beste- 

hen, deren Austrittsarbeit sich nach der Fowlerschen Theorie berechnen 
läßt und anderseits eine sehr kleine Anzahl von Elementen aufweisen, deren 

Austrittsarbeit viel kleiner ist und in der Größenordnung von 0,4 V liegt. 


Regu le 111. 50.) 
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Angenäherte Berechnung der gegenseitigen Beeinflussung 
zwischen Flügel und Rumpf im Uberschallbereich’) 


Von OskAR SCHRENK, Paris?) 


Bei Problemen, die mit dem Auftrieb schwach angestellter schlanker Rümpfe — 
zu tun haben, kann man vielfach die lineare Überschalltheorie durch einfachste 
Impulsbetrachtungen ersetzen, deren Ergebnisse im allgemeinen für die Bedürf- 
nisse der flugtechnischen Praxis durchaus genügen. 

Ihre Anwendung ist im Falle der inkompressiblen Strömung längst bekan si | 
(115), [2], und es ist in den letzten Jahren auch auf ihre Gültigkeit im Uber- 
schallbereich hingewiesen worden [3]. J. ACKERET hat diese Betrachtungsweise | 
kürzlich [4] in ihrer Anwendung auf die Berechnung von Geschoßbahnen über 
sichtlich dargestellt. 

Auch der Verfasser hat ebenfalls bereits vor Jahren?) auf diese Möglich- | 
keit aufmerksam gemacht und sie bei den flugtechnischen Entwicklungsarbeiten 
der Societe Matra in Paris mit Erfolg angewandt. Dabei hat es sich gezeigt, daß 
sie auch in Fällen nutzbar gemacht werden kann, in denen die eigentliche 
lineare Überschalltheorie bis jetzt noch keine oder nur komplizierte, daher 
praktisch nicht anwendbare, mathematische Lösungen bietet. 

So kann man sie ohne weiteres auf Rümpfe von nicht kreisförmigem Quer- 
schnitt übertragen, ebenso auf die an den Lufteintrittsöffnungen von Trieb- 
werken angreifenden Kräfte und beispielsweise auf die Bestimmung des Dämp- 
fungskoeffizienten der Längsschwingungen von Rümpfen. | 

Ähnlich ist es mit der Anwendung auf die Frage der gegenseitigen Beein- 
flussung zwischen Flügel und Rumpf, die der Gegenstand des vorliegenden Be- } 
richtes ist. 

Der physikalische Grundgedanke ist der folgende: 

Ein isolierter angestellter Rumpf lenkt in seiner Nachbarschaft die in großer 
Entfernung horizontale Strömung mehr oder weniger stark in Richtung seiner | 
Längsachse ab, da die Strömung der Oberfläche folgen muß. Dabei erzeugt er | 
Abwärtsimpulse in seiner Umgebung. Diese sind proportional dem Anstellwin- 


1) Nach einem im Juli 1949 auf einer Tagung für Gasdynamik in St-Louis (Ht-Rhin) gehaltenen 
Vortrag. 

2) Firma MATRA, Paris. 

3) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf S. 209. 

4) 1946 ebenfalls in St-Louis. 
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kel « und um so größer, je größer die örtliche Rumpfdicke D ist. Ändert sich 
diese oder, infolge der Einwirkung anderer benachbarter Körper, der örtliche 
‘Anstellwinkel, so ändern sich auch die Abwärtsimpulse in der Achsrichtung 
(x-Richtung), und man kann als Reaktion eine der Impulsänderung propor- 
tionale Auftriebskraft in dem betreffenden Rumpfabschnitt erwarten. 

Die daraus hervorgehende örtliche Auftriebsdichte dA/dx folgt der Bezie- 
hung 


ey =0 V2 ae a(x) EE ; (1) 


die hier nicht nochmals analytisch abgeleitet werden soll. Fiir einen elliptischen 
Rumpfquerschnitt ist D der waagrechte, größte oder kleinste Durchmesser, 
für ellipsenähnliche Körper bleibt diese Beziehung angenähert erhalten (eine 
genaue Bestimmung des effektiven Wertes von D ist in diesem Fall mit den 
Methoden der konformen Abbildung möglich). 

' Im Falle des isolierten Rumpfes in ungestörter Strömung erhält man mit 
'x(x) = a, aus (1) durch einfache Integrationen die in den zitierten Arbeiten 
‚angegebenen Beziehungen für den Auftrieb und das Moment des Körpers, die 
völlig unabhängig von der Machschen Zahl M im Unter- und Überschallbereich 
‚gültig sind. 

Geht man nun zum Problem der gegenseitigen Beeinflussung zwischen Flü- 
gel und Rumpf über, so betrachtet man zweckmäßigerweise zunächst einen 
sehr einfachen Grundfall, nämlich einen 
Mitteldecker mit langgestrecktem Recht- 
eckflügel ohne Schrankung zwischen Flügel 
und Rumpf und mit einer Platte als Flügel- 
profil. Das Verhältnis von Flügeltiefe zu 
Kumpfdicke soll sehr groß sein: 
= + CO . (2) 

Der Anstellwinkel sei klein, wie in der 
linearen Überschalltheorie. 

Bei der gegenseitigen Beeinflussung 
handelt es sich um die Einwirkung der 
Flügelströmung auf die am Rumpf wirken- 
den Kräfte und umgekehrt. 

Die Strömung um den Flügel unterscheidet sich von der ungestörten Parallel- 
<stromung: 

1. durch die Richtung, 
2. durch den Betrag von Geschwindigkeitund Druck, und sie tut dies aus- 
schlieBlich zwischen den von den Profilenden ausgehenden Machschen Ebenen 


| (Fig. 1). Beide Störungen sind klein. 


| 
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Die Richtungsstörung ist einer doppelten Knickung des Rumpfes gleichwer- 
tig (Fig. 1), und hat deshalb, wie sich mit Hilfe von (1) leicht einsehen läßt, 
zwei Kräfte 

DER 
4 


Au aa (3) 7 


zur Folge, von denen die vordere entgegengesetzt gleich dem Auftrieb des vor- 
deren Rumpfabschnitts ist [ebenfalls nach (1) leicht einzusehen]. In dem Fall 


l : 
D > ist ay = My (4) 
(x, = geometrischer Anstellwinkel). 

Für konstanten Durchmesser längs der Flügeltiefe bekommt man ein freies 
Moment 


M, = A, I, (5) 


für veränderliches D läßt sich eine entsprechende Beziehung angeben. 
Die Störung des Geschwindigkeitsbetrags bringt in bekannter Weise eine 
Druckänderung 


20 V° 
An 


yM?—1 
mit sich, die als Sog über und als Uberdruck unter dem Rumpf wirkt. Beide zu- 
sammen liefern einen Rumpfauftrieb 

4 ZVeDi 


A ym-ı 5 (6) 


Für 
l 
D 


und A, wird in diesem Fall gleich dem Auftrieb des im Rumpf verschwundenen 
Flügelstücks. 

Die Angriffspunkte von A, und A, liegen für //D > oo in der Verlängerung 
der Vorder- und Hinterkante (A,) und der Flügelmitte (A,). 

Diese Ergebnisse sind, wie gezeigt, unmittelbar einzusehen und konnten 
ohne jede wesentliche Zwischenrechnung und ohne eigentliche Überschall- 
theorie angeschrieben werden. 


Es ist interessant, festzustellen, das FERRARI [5] auf Grund außerordentlich | 
umfangreicher überschalltheoretischer Rechnungen zum gleichen formelmäßi- - 


gen Ergebnis kommt, ohne daß die Berechnungsmethode die gleiche unmittel- 
bare Einsicht in den physikalischen Ursprung der Kräfte liefert. Auch FERRARI 
hat dabei die Voraussetzung //D — oo gemacht. 


oil aan Wr: 
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In den praktisch vorkommenden Fällen muß man von dieser Voraussetzung 
bgehen, und es sind dazu Zusatzüberlegungen nötig, die in der Ferrarischen 
rbeit noch nicht enthalten sind. Sie bringen auch zweifellos in der eigentlichen 
iberschalltheoretischen Behandlung groBe theoretische Schwierigkeiten mit sich. 
Auch wir können in unseren weiteren Betrachtungen nichts anderes als ge- 
visse Abschätzungen bringen. Aber es ist der offenkundige Vorteil einer rein 
bhysikalischen Methode, solche Abschätzungen zu erleichtern. 

Diese sind zum Teil etwas grob, aber es handelt sich ja dabei auch um Kor- 
ekturen 2. Ordnung. 

Die bisherigen Ergebnisse des Falles //D + oo erscheinen in der Stabilitäts- 
echnung des Flugzeugs als Korrekturen 1. Ordnung gegenüber den Kräften 
ım isolierten Flügel und am isolierten Rumpf. Die zusätzlich erforderlichen 
Xorrekturen 2. Ordnung sind zu groß, um ganz unberücksichtigt zu bleiben, 
tber klein genug, um meist in einer groben Abschät- 


tung praktisch genügend genau dargestellt zu ART 
verden. a 


| Zunächst kann man, noch innerhalb der An- — 
yahme 1/D + ©, die unendlich kleine Zurückver- ei 
‚gerung x, von A, gegenüber der Flügelvorder- und 


hhinterkante und die infinitesimale Verschiebung x ur) — 


von A, gegenüber der Profilmitte leicht ausrechnen. Em 

A, greift, genau besehen, linienhaft längs der Fig. 2 
Schnittlinie zwischen der Körperoberfläche und der 
achschen Ebene an (Fig. 2). Eine einfache Rechnung liefert für die Resul- 
ferenden einen Angriffsort 


ty = 5% VM? — 1 = 0,85 RYM®-1. (8) 


- Im Falle eines elliptischen Querschnittes ist À die senkrechte Halbachse. 
Dagegen soll D wie in den vorausgegangenen Beziehungen nach wie vor die 
aagrechte Achse bedeuten. 

A, greift an einem etwas anderen Hebelarm an: 


x, = 2% VE 1 = 0,785 RVM?—1. (9) 


Die Beziehung (9) findet man bereits bei FERRARI. 

Alle bisherigen Betrachtungen sind nun für //D< oo nicht mehr genau 
zültig, so auch (8) und (9), die freilich eben dann erst einen von Null verschie- 
lenen Wert liefern würden und darum wichtig wären. 

Im Fall 1/D < oo beschränken wir uns auf das Problem des angenähert 
tylindrischen Körpers, erstens weil sonst die geometrischen Voraussetzungen 
siner linearen Theorie nicht mehr zutreffen, zweitens weil man anderenfalls die 
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Auftriebsverteilung an den schräg abgeschnittenen inneren Flügelenden eben- 
falls nicht genau kennt. } 
Wir haben, im Einklang mit FERRARI, für //D — oo bei der Berechnung der 
vom Flügel hervorgerufenen Störströmung stillschweigend den Flügel im . 
Rumpfinnern fortsetzen können (Fig. 3). 
“> Für //D < oo gibt diese Annahme zu große Werte von Ay 
und A,, da diese rein hypothetische Mittelpartie des Fligelsl 
der Rumpfoberfläche am nächsten liegt und daher in die 
Rechnung am starksten eingeht. 

Ohne diese Vereinfachung ist die Flügelstörströmung nicht mehr zwei- 
dimensional und deshalb viel verwickelter. 

Qualitativ sieht man aber ohne weiteres, daß die Strömung des wirklich | 
vorhandenen Außenflügels in schwächerem Maße auf den Rumpf übergreift 
als die des vervollständigten zweidimensionalen Flügels. Das bedeutet, daß: 

1. die Richtungsstörung, die A, bestimmt, im Rumpfbereich kleiner ist, 


Fig. 3 


ea Soe tre 


2. die Druckfeldstörung, die A, bestimmt, ebenfalls kleiner ist. 

Man inuB folglich Abminderungen von A, und A, erwarten. Nun weiß man, 
daß im anderen Grenzfall //D + 0 A, und A, zu Null werden müssen. 

Formal können wir soinit ansetzen 


(Ay)ın = &(An)un und (A,)ıyn = Ca(A2)yD-00 
mit 


0 < (G und Ce) oot 


Mangels jeder genaueren Kenntnis wird man vorlaufig fiir //D ~ 1 schatzen, 
daß ¢, ~ & — 1/2 ist, und für andere Tiefen-Dicken-Verhältnisse entsprechend | 
interpolieren?). | 

Die Unsicherheit, die hier bestehen bleibt, zeigt, wie wichtig die Aufgabe 
ist, wenigstens in dem einen oder anderen Beispiel, À, und A, mit Hilfe der) 
linearen Überschalltheorie wirklich zahlenmäßig zu berechnen. | 

Die physikalische Vorstellung gestattet dann sofort eine für alle Fälle aus- 
reichende Interpolation. ! 

Ähnliches gilt für die Berichtigung von x, und x: Im Falle Z/D — lieferte | 
die Durchdringung zwischen Körper und zweidimensionaler Machscher Ebene 
die früheren Beziehungen (8) und (9). | 

Jetzt aber ist die Begrenzung des EinfluBgebietes der Flügelströmung auf 
dem Rumpf anders: das Wurzelprofil kann seinen Einfluß ausüben auf bzw.. 


1) Eine weitere Berichtigung von Ag, die unter dem Einfluß einer endlichen Rumpfdicke am 
Winkel «, der Beziehung (6) zusätzlich angebracht werden muß, ist am Ende des Berichtes erörtert. 


Vol. I, 1950 Berechnung der gegenseitigen Beeinflussung zwischen Flügel und Rumpf 207 


#wischen Linien die, von der Vorder- und Hinterkante ausgehend, mit einem 
Steigungswinkel gleich dem Machschen Winkel schraubenférmig um den 
umpf herum verlaufen. Weiter auBen liegende Profile üben ihre Wirkung 


noch weiter hinten aus. Setzt man wie oben 


(y = E(%1)yD- 00 und (Ken = &(%)Do» 


60 werden also in Wirklichkeit &, und &, > 1 sein. Vorläufig haben wir in reiner 
geometrischer Schätzung &, —£, —1,5 eingeführt. Auch hier ist eine Verfeinerung 
ieser Annahme durch ein mit der genaueren Theorie gerechnetes Beispiel zu 
erwarten. 

Gegebenenfalls könnte auch die Analyse genauer und systematischer Modell- 
versuche ähnliche Dienste leisten. 

Für die Übertragung der bisherigen Betrachtungen auf nichtrechteckige Um- 
riBformen der Flügel kann man ähnliche abschätzende Überlegungen machen. 
In der Praxis sind sie im Augenblick unumgänglich, um überhaupt die Stabili- 
tät eines neuen Projektes ohne Versuch im voraus schätzen zu können. 

__ Es bleibt nun noch der umgekehrte Einfluß der vom Rumpf induzierten 
Störungsströmung auf die Flügel zu betrachten: 

Auch im Überschall herrschen rechts und links des angestellten Rumpfes zu- 
sätzliche Aufwärtsgeschwindigkeiten. Diese 
bedeuten einen (nach außen rasch abklingen- 
en) zusätzlichen Flügelanstellwinkel. 

Für einen nach vorn hinreichend langen 
Rotationsrumpf findet man, genau wie im in- 
sompressiblen Fall, einen effektiven Anstell- 
ankel 


lit; (10), 


/ 


y ist die Koordinate in Spannweitenrichtung von der Symmetrieebene aus ge- 
essen (siehe Fig. 4). 

Die Berechnung der Auftriebsverteilung unter dem Einfluß dieses längs y 
veränderlichen Anstellwinkels ist nach der Kenntnis des Verfassers noch nicht 
‚durchgeführt. 

Angesichts des infolge der geringen Spannweite sehr großen Rumpfeinflusses 
‚der meisten Überschallflugzeuge ist es aber unbedingt erforderlich, den Einfluß 
des zusätzlichen «induzierten» Anstellwinkels wenigstens angenähert zu er- 
fassen. 

Für viele Zwecke genügt es nun, einen Mittelwert des zusätzlichen Anstell- 
winkels längs der Spannweite Z zugrunde zu legen, wobei man nach (10) die 
Beziehung 
| LR ) 


op — (1 == Sas (11) 
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erhält. Mit den Biegungsbeanspruchungen befindet man sich dabei auf der siche- ~ 
ren Seite. f 
Die wirklichen Rümpfe laufen vor dem Flügel spitz zu (Fig. 5). In diesem 
Falle sind unter Umständen die äußeren Flügelabschnitte vom Rumpfdurch- 
messer an der Flügelwurzel häufig nicht mehr «unter- 
richtet». Ihre Störströmung kann höchstens den Durch- | 
messern der auf den gleichen Machschen Linien 
‘ liegenden Rumpfdurchmesser entsprechen. In (10) sind 
deshalb gegebenenfalls in grober Schätzung für die | 
äußeren Flügelteile kleinere Werte von R einzuführen. 
Die wirkliche, genaue Anstellwinkelverteilung zu er- 
mitteln, ist wohl eine sehr viel schwierigere Aufgabe. Da die Einflüsse der vor- 
deren Rumpfverjüngung sich aber vor allem dort äußern, wo das Glied R?/y? 
ohnehin schon fast abgeklungen ist, sind die Ungenauigkeiten nicht sehr be- | 
deutungsvoll. 

FERRARI hat die einfache Beziehung (10), auf die an sich schon mehrfach 
hingewiesen worden ist, nicht herangezogen. Statt dessen findet sich in seiner 
Arbeit ein formelmäßig und in der numerischen Durchführung sehr umfang- | 
reiches Rechenverfahren, das die Arbeitskapazität eines Entwurfsbüros der |} 
Industrie im allgemeinen übersteigt. Ein von FERRARI durchgeführtes Beispiel 
liefert aber ein zahlenmäßiges Ergebnis, das von der Beziehung (10) kaum À 
merklich verschieden ist. Praktisch dürften die einfachen Formeln (10) und (11), | 
mit Umsicht und Vorsicht auf den Einzelfall angewandt, fast immer ausreichen. | 

Nunmehr können wir nochmals auf den Winkel «, der Beziehung (6) zurück- | 
kommen. Dieser ist unter dem Einfluß endlicher Rumpfdicke nicht mehr = a, | 
er wird vielmehr durch «, bestimmt, da «, seinerseits den Flügelauftrieb be- 
stimmt, der infolge seines Übergreifens auf den Rumpf für dessen Auftriebs- | 
anteil A, maßgeblich ist. | 

Wenn man für «&, einfach «, nach (11) einführte, so wäre das sicher zu wenig, | 
weil die dem Rumpf benachbarten Flügelteile mit ihrem größeren «,(y) einen | 
starkeren Einflu8 auf den Rumpfauftrieb haben. Andererseits ware es über- | 
trieben, a, = «,(R) = 2«,, d.h. den Wert von «,(y) an der Flügelwurzel nach 
(10) einzuführen, da die Auftriebsdichte an der Wurzel nicht ganz im Verhältnis 
a,(R)/x, = 2 gesteigert ist und außerdem die entfernteren Fliigelschnitte eben- 
falls einen gewissen Einfluß haben. So kann man vorläufig für & das Mittel aus 
beiden Möglichkeiten, nämlich 


/ R 
% = a,(1,5+ +}, (12) 
vorschlagen. 
Die im Vorstehenden dargestellten einfachen Überlegungen, Ergebnisse und ! 


Abschatzungen erheben keinen Anspruch auf Vollkommenheit. Sie erméglichen 
aber ein Berechnungsverfahren fiir den Flugzeugentwurf, das neben der sehr 
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‚großen Einfachheit noch den zweiten Vorteil bietet, daß man sich auf Grund 
seiner physikalischen Durchsichtigkeit im speziellen Einzelfall, der ohnehin fast 
‚nie theoretisch genau berechnet werden kann, Abschätzungen vornehmen kann. 
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Summary 


Elementary considerations based on the impulse theorem often result in 
“rather simple calculations for bodies travelling at a small incidence. This is also 
the case for supersonic speeds. 

It is thus possible to give, without any intermediate developments, several 
solutions of the problem concerning the interference between wing and fuselage 
{lift and moment). Otherwise those solutions could only be reached by a 
lengthy application of the linear supersonic theory. 

The evidence of this method of reasoning makes it possible to estimate 
some cases which, up to the present, have been quite inaccessible by the clas- 
sical theory. 

{Eingegangen: 18. 11. 49.) 
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Ionisierung und Lumineszenz in Flammen 


Von EUGEN SANGER!), IRENE BREDT!) und PAUL GOERCKE?), Paris 


Bekanntlich verhalten sich die notwendigen molekularen Stoßzahlen zur Ein- 
stellung des thermischen Gleichgewichtes nach einer erheblichen Zustandsände- 
rung eines Gases für ' 

Translation, Rotation, Oszillation, Dissoziation, Ionisation 
näherungsweise wie 10%, 103, 105, 107, 109. 


1) Arsenal de l’Aéronautique, Chätillon-sur-Bagneux (France). 
2) Centre national des Etudes de télécommunication, Palaiseau (France). 


ZAMP 1/14 


210 Kurze Mitteilungen — Brief Reports — Communications brèves ZAMP 


Unmittelbar nach einer chemischen Reaktion von Molekülen eines Gases mit 
der positiven Wärmetônung E kcal/kg soll innerhalb der Reaktionszone über- 
wiegend die homogene Translationsgeschwindigkeit €, = V2 gE/A herrschen. Zu 
diesem Zeitpunkt könnten Ionisationen durch Molekülstoß sich nur ausbilden, 
wenn die Reaktionsenergie größer wäre als die erforderliche Ionisierungsenergie. 

Andernfalls wird sich gemäß der obigen Leiter im Verlauf der ersten zehn 
Stöße nach der Reaktion zunächst eine Gleichgewichtsverteilung der frei gewor- 
denen Energie innerhalb der Translationsfreiheitsgrade nach MAXWELL ausbilden. 
Die mittlere Teilchengeschwindigkeit ist danach etwa 


(Er Het E 
“= |/38 i dis Creil. 


und die Translationstemperatur 
2EM 
D er 
3 R 

Neben c, kommen nun natürlich alle andern Schwirrgeschwindigkeiten zwi- 
schen Null und Unendlich vor, also auch solche, deren zugehörige kinetische 
Energie jedenfalls oberhalb der Ionisierungsenergie liegt. Der Bruchteil N,/N von 
Teilchen mit Geschwindigkeiten oberhalb dieser Ionisierungsgeschwindigkeit c,, 
die also zur Stoßionisation befähigt sind, beträgt für nicht zu kleine Werte von 


ClCo: ed 
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Der Ionisationsgrad hängt also zunächst nur vom Gemischheizwert E der 
Treibstoffe ab, nicht aber von Druck und endgültiger Gleichgewichtstemperatur. 
Seine derartige Berechnung erleidet noch gewisse Modifikationen durch die Un- 
gleichzeitigkeit und den kettenförmigen Verlauf von Verbrennungsreaktionen, 
durch Wiederauffüllung des bei erfolgter Ionisierung verbrauchten schnellen Be- 
reiches der Maxwell-Verteilung, durch Mitwirkung von Elektronen- und Photonen- 
stößen bei der Ionisierung, durch stufenweise Anregung der abzuspaltenden 
Elektronen, durch die in Wahrheit nicht vollständige Stoßausbeute usw., doch 
decken sich die Ergebnisse der vorstehenden Formel schon größenordnungsmäßig 
mit den experimentell — nach dem Verfahren der Reflexionsmessung elektrischer 
Wellen an Flammen — ermittelten Ionisationsgraden, die meist um viele Zehner- 
potenzen höher sind, als man nach gleichmäßiger Aufteilung der Reaktionsenergie 
auf alle möglichen Freiheitsgrade, etwa mittels der Saha-Gleichung, finden würde. 

Mit über zehn hinaus zunehmender Stoßzahl der Moleküle seit der Reaktion 
verteilt sich die Wärmetönung des wesentlich adiabatisch verlaufenden Prozesses 
allmählich und, unter ständiger Aufrechterhaltung der Maxwell-Verteilung, nach 
Maßgabe der eingangs erwähnten Stoßzahlleiter auf immer mehr Freiheitsgrade, 
wobei die Translationstemperatur rasch absinkt, bis nach etwa 107 Stößen die 
bekannte Dissoziationsgleichgewichtstemperatur der Feuergase erreicht wird. 
Infolge der schwierigen Stoßbedingungen für die Rückbildung der einmal erfolg- 
ten Ionisierung geht diese sehr langsam zurück, und man cıreicht erst nach etwa 
10% Stößen die der Saha-Gleichung entsprechenden Gleichgewichte. In Raketen 
und ähnlichen Maschinen, in denen die Feuergase vor dieser Zeit das Gerät ver- 
lassen, ist dieser Mechanismus zu beachten, wie die fast an die Reflexion massiver 
Metalle heranreichenden Ergebnisse der Reflexionsmessungen elektrischer Wel 
len an den Abgasstrahlen der Raketen zeigen. 
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Grundsätzlich zeichnen sich die Zustände vor Einstellung der endgültigen 

leichgewichte durch Überschüsse an Translations- und Ionisationsenergien aus, 
af Kosten hauptsächlich von Rotations- und Schwingungsenergien. 
Alle Stöße während des zweiten Zustandes, in dem die Reaktionsenergie nur 
af Translationsfreiheitsgrade gemäß MAxwELL aufgeteilt ist und die langsamer 
nd, als es die Ionisation erfordert, werden offenbar nur zur Elektronenanregung 
ihren, die normalerweise nach t = 10-8 s unter Lichtausstrahlung wieder ab- 
ingt. Diese Lumineszenz liegt im ultravioletten Bereich mit der dessen oberer 
renze entsprechenden Stoßgeschwindigkeit c,. Der für Lumineszenz infolge Stoß- 
aregung in Betracht kommende Bruchteil von Gasteilchen zwischen c, und c, 
etragt demnach 


vs V312 cle. 
N. 2 CilCe 
a Sey e-3lela2 _ Gi 2-3 aes + —— i e-» dx. 
N % \c; Ga Vz 


Wenn diese mögliche Höchstmenge lumineszierender Teilchen die Frequenz 
= c/A im Grenzfall einheitlich ununterbrochen ausstrahlt, erhält man mit dem 
tisch wirksamen Molekularquerschnitt Q aus dem Strahlungsquant « = hy die 
trahlungsintensität des Einzelmoleküls /,= ¢/Qt und daraus in bekannter 
Veise die Intensität der Lumineszenz der gesamten, im Zustand 2 befindlichen 
sasmasse, die von der Gasdichte und den absoluten Abmessungen des Gasraumes 

hängt und sich in Übereinstimmung mit praktischen Erfahrungen um viele 
&hnerpotenzen höher ergeben kann, als schwarzer Strahlung bei der endgültigen 
kleichgewichstemperatur entsprechen würde. 
| Die kurzwellige Chemilumineszenz wird durch alle benachbarten Atome und 
folekiile absorbiert, gelangt also oft nur zu einem sehr geringen Bruchteil nach 
Ben und fördert vielmehr innerhalb der Reaktionszone die rasche Einstellung der 
inergiegleichgewichte durch Molekülstöße noch zusätzlich durch Fhotonenstöße. 
. Besonders in Hochdruckfeuerungen nach Art der Raketen kann durch die 
Berordentliche Intensität dieser Chemilumineszenz die sehr rasche Verdamp- 
ang und Aufheizung der eingespritzten Treibstofftröpfchen und damit die er- 
taunlich rasche Gemischaufbereitung in Flüssigkeitsraketen erklärt werden. 
uch das Verständnis vieler Phänomene anderer technischer Feuerungen, der 
Pulververbrennung sowie der Explosions- und Detonationsvorgänge wird durch 
iese Vorstellungen erleichtert. 

Auf diese Weise erscheint es möglich, die gemeinsame Ursache der Feuergas- 
onisation und der Feuergaslumineszenz in den Vorgängen der Gleichgewichts- 
instellung zu erkennen und gewisse quantitative Angaben über ihre Höhe 
2chnerisch zu gewinnen. 


x=V3]2 c Ice 


Zingegangen: 18. 1. 50.) 


Eine Konvergenzverbesserung für die Newtonsche Methode 


Von HEınz RUTISHAUSER, Zürich!) 


| Verschiedene Autoren (FRAME, WALL u.a.) haben die Konvergenz der klassi- 
chen Newtonschen Formel zur Bestimmung der Wurzeln der Gleichung 
| f(x) = a (1) 


1) Institut für angewandte Mathematik der ETH. 


212. Varia — Miscellaneous — Divers ZAMP | 


durch Berücksichtigung von höhern Gliedern der Potenzreihe der inversen Funk 
tion verbessert, allerdings zum Teil mit beträchtlicher Vermehrung des Rechen- 
aufwandes pro Iterationsschritt. Wenn nun die Gleichung (1) sehr oft mit derselben 
Funktion f, aber mit verschiedenen a-Werten, die in einem Intervall 


|a -- f(#o)| < Ao 
liegen sollen, gelöst werden muß, so kann, falls A, nicht zu groß ist, ohne wesent- 
liche Erhöhung der Rechenarbeit pro Iterationsschritt eine Konvergenzverbesses 
rung erreicht werden, die sich vor allem bei Verwendung programmgesteuerter 
Rechenmaschinen auswirkt : | 
Man berechne, von A, ausgehend, die Größen Aj, dg, ... gemäß | 


A 


1 js _f'(%) | 
4 ATF ae) (2) 


was eine einmalige Arbeit ist. Dann erhält man, mit 7) beginnend, durch 


al 


Anl a Xn aii I (4n) [a f(%n) As] (3% 


eine Folge, die gegen den Wurzelwert konvergiert, der mit x, auf dem gleichen 
Zweig der inversen Funktion liegt. 

Es wird so zwar nicht für alle a eine Konvergenzverbesserung erreicht, aber 
jedenfalls wird die Maximalzahl der zur Erreichung einer bestimmten Genauig- 
keit erforderlichen Iterationsschritte erniedrigt (mit andern Worten, es findet ein 
Ausgleich der Konvergenz zugunsten derjenigen a statt, für die sie bei der nor- 
malen Newtonschen Methode schlecht ist). 

Die Formeln (2) und (3) können dadurch hergeleitet werden, daß man die 
Tschebyscheffschen Polynonıe in bekannter Weise zur Abkürzung der Potenzreihe 
der zu f(x) inversen Funktion im Intervall |v — f(x,) | < A, verwendet. 


(Eingegangen: 1. 5. 50.) 
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Colloque international sur le ferromagnétisme et l’antiferromagnétisme 


Le Centre national frangais de la Recherche scientifique organisera du 3 au, 
7 juillet 1950 un colloque international sur le ferromagnétisme et l’antiferroma- 
gnétisme, à Grenoble. Des rapports, entre autre de MM. Bares (Nottingham), 
BECKER (Göttingen), BIZETTE (Nancy), KITTEL et BozortH (Murray-Hill), 
CHEVALLIER (Nancy), CHEVENARD (Paris), EPELBOIN (Paris), FOEx (Strasbourg), 
FORRER (Strasbourg), GORTER (Leyde), GUILLAUD (Bellevue), Hose itz (Sheffield), 
Kurti (Oxford), MıcHEL (Lille), STEWART (Cambridge), NEEL (Grenoble), SmoLu- 
CHOWSKI (Pittsburgh), SNOEK (Eindhoven), STONER(Leeds), SucKsmitTH (Sheffield), 
THELLIER (Paris), VAN VLECK (Harvard) et WEIL (Grenoble), seront présentés et 
discutés au cours de 9 séances. Les sujets discutés seront consacrés notamment aux 
propriétés des oxydes de fer et en particulier aux ferrites, aux propriétés des do- 
maines élémentaires et des parois de BLOCH, à l’antiferromagnétisme, aux théories 
du champ coercitif, au traînage magnétique et à l'influence des chocs et des tensions, 
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tux progrès théoriques récents dans le domaine du ferromagnétisme, à l’aimanta- 
lion des terres cuites et des laves, etc. 

Les renseignements supplémentaires pourront être demandés à M. le Profes- 
eur L. Néel, Institut Fourier, place du Doyen-Gosse, Grenoble (Isère), France. 


Buchbesprechungen - Book Reviews - Notices bibliographiques 


Der Ultraschall. Von L. BERGMANN (Verlag S. Hirzel, Zürich 1949). 748 S., 
F0ADD: SET, 50-—. 


Dieses Werk, das erstmals 1937 als bescheidener kleiner Band erschien, liegt 
neute in seiner 5. Auflage vor. In der Zwischenzeit hat sich der Ultraschall von 
?inem interessanten, aber unbedeutenden Spezialgebiet der Physik zu einer wich- 
tigen Technik entwickelt, die auf den verschiedensten Gebieten niitzliche und 
teilweise unentbehrliche Anwendungen gefunden hat. Die Zahl der Verôffent- 
ichungen ist sprunghaft gestiegen, und man ist heute nur dank dem «Bergmann » 

it seinem Literaturverzeichnis von 2322 Nummern überhaupt in der Lage, sie 
sinigermaßen zu übersehen. 
| Das Buch ist in zwei Teile gegliedert, wobei der erste Teil Erzeugung, Nach- 
weis und Messung, also die Physik des Ultraschalls, und der zweite Teil die An- 
wendungen, also die Technik des Ultraschalls, umfaßt. In den ersten beiden 
apiteln erhält der Leser einen theoretisch und praktisch sehr klaren und ein- 
éachen Begriff von allen grundlegenden Beziehungen und vor allem auch von 
fer Meßtechnik; besonders schön kommen die optischen Verfahren zum Nachweis 
und zur Messung des Ultraschalls zur Darstellung. Mehr als zwei Drittel des 
uches beanspruchen die Anwendungen, wobei zuerst die Interferometermetho- 
en zur Messung der Schallgeschwindigkeit und der Absorption in Flüssigkeiten 
ud Gasen besprochen werden, Hilfsmittel, die heute zur Bestimmung mecha- 
ischer, thermischer und auch chemischer Materialeigenschaften unentbehrlich 
sind. Wenn möglich noch schöner sind die Ultraschallmeßverfahren für die Be- 
stimmung der elastischen Konstanten fester Körper, besonders durchsichtiger 
toffe. Weiter seien Anwendungen des Ultraschalls in der Nachrichtentechnik 
erwähnt, ferner ein Abschnitt über die zerstörungsfreie Materialprüfung mit 
Ultraschall, den man sich vielleicht noch etwas ausführlicher und vollständiger 
ünschen könnte, und dann die dispergierenden und kolloidchemischen sowie 
ie koagulierenden und orientierenden Wirkungen des Ultraschalls. Sehr aktuell 
ist auch der letzte Abschnitt über die biologischen und medizinischen Wirkungen, 
rwenn auch dieses Gebiet erst in seinen Anfängen steckt. 

Die absolut souveräne Beherrschung des Stoffes durch den Autor zieht sich 
wie ein roter Faden durch das ganze vorzügliche Buch, dem als anerkanntem 
‘Standardwerk eine weite Verbreitung sicher ist. Druck, Abbildungen, Papier und 


Einband sind sorgfältig und gediegen. W. Furrer. 


‘ Acoustic Measurements. By L.L.BERANEK (John Wiley & Sons, Inc., 
New York, 1949). 914 pp., $7.—. 

| Mit der Entwicklung der elektrischen Nachrichtenübertragung gingen ent- 
sprechende Fortschritte auf dem Gebiete der akustischen Meßtechnik parallel. 
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Dies gilt nicht nur fiir die Elektroakustik, sondern ebensosehr fiir die Raum- und 


Bauakustik sowie die physiologische Akustik. Die vergangenen Kriegsjahre | 


haben im Zuge der Technisierung der Kriegsführung eine sehr große Ausbeute 


an Forschungsergebnissen auf diesem Gebiete gebracht. Diese Resultate sind in 
den vergangenen Jahren zum größten Teil veröffentlicht worden; es ist aber | 
bei der fast beängstigenden Fülle des Stoffes schwer, die Ubersichtlichkeit zu be- | 
wahren und alle Arbeiten zu finden. Das vorliegende Buch fiillt daher eine groBe | 
Lücke aus. Es sei dabei vorweggenommen, daß dieses Werk nicht nur eine bloße | 


Einführung in die akustische Meßtechnik bietet, sondern ein eigentliches Hand- 


und Lehrbuch der angewandten Akustik überhaupt darstellt. Sein Autor ist der 
technische Direktor des akustischen Laboratoriums des Mass. Institute of Tech- — 


nology, welches heute zweifellos die erste Forschungsstätte der Welt auf diesem 


Gebiete ist. L. L. BERANEK ist ein außerordentlich begabter und erfolgreicher ; 


Forscher, der sein Gebiet aus persönlicher Arbeit gründlich kennt und beherrscht. 
Das ganze große Gebiet kommt in 20 in sich geschlossenen Abschnitten zur 


Darstellung, wobei alle notwendigen theoretisch-physikalischen Grundlagen in | 


überaus klarer, logischer und leichtverständlicher Form angegeben sind und sehr 
zahlreiche, sorgfältige und saubere Zeichnungen, Abbildungen und Kurven den 
Text illustrieren. Aus dem fast überreichen Inhalt seien auszugsweise erwähnt: 
Eine sehr interessante historische Einführung, der eine vorbildlich bearbeitete 
Terminologie folgt; die Eigenschaften der wichtigsten Schallmedien und ihre Ein- 


flüsse auf die Schallfortpflanzung; Absoluteichung von Mikrophonen; Messung | 


der akustischen Impedanz; Audiometer; Geräuschmessungen; Verständlich- 
keitsmessungen; raumakustische Messungen. 

Überall ist der letzte Stand der Forschung berücksichtigt, und es gibt kaum 
eine ins Gewicht fallende Literaturstelle, die nicht verarbeitet wäre. Jede Meß- 


methode wird dabei nicht nur beschrieben, sondern vor allem auch gründlich 4 


diskutiert und beleuchtet. Das Buch ist ein unschätzbares Hilfsmittel und Nach- 
schlagewerk vor allern für jeden, der sich in irgendeiner Form mit Akustik befaßt, 


aber auch für den Nachrichtentechniker, für den Physiker und für den Otologen. ' 
W. Furrer. 


Verfahren und Geräte zur mehrdimensionalen Fourier-Synthese. Von | 


W. DE BEAUCLAIR (Akademie-Verlag, Berlin 1949). 71 S., 38 Abb. 


Das vorliegende Büchlein (Band I einer Serie «Untersuchungen über die 
Fourier-Synthese der Ladungsverteilung in Kristallen ») behandelt die mehrdimen- 
sionale Fourier-Synthese, wie sie derzeit noch fast ausschließlich im Dienste der 
Kristallforschung gebraucht wird. 


Die Notwendigkeit einfacher und doch wirksamer Hilfsmittel zur Synthese | 
von Fourier-Reihen ist unbestritten, und es sind daher schon eine Anzahl Publi- | 
kationen erschienen, welche einzelne Verfahren oder Geräte zur Synthese insbe- | 


sondere von eindimensionalen Fourier-Reihen beschreiben. Der vorliegende Band 
bringt nun die Zusammenstellung einiger Verfahren nicht nur für den eindimen- 
sionalen, sondern auch für den mehrdimensionalen Fall. 


In der Einleitung wird zunächst die Art dargelegt, in welcher die Fourier- | 


Synthese bei der Untersuchung von Kristallen mittels Röntgenstrahlen verwen- 
det wird; alsdann ist eine mathematische Definition von ein- und mehrdimen- 


sionalen Fourier-Reihen gegeben sowie eine physikalische Deutung, welche an | 


Hand einiger Figuren recht anschaulich gestaltet ist. Im ersten Teil werden 
daraufhin einige bekannte oder auch nur vorgeschlagene Verfahren zur Synthese 


* 
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von eindimensionalen Reihen angegeben; es werden Wege beschrieben, welche 
urch numerische Rechenoperationen das gewünschte Resultat liefern, und an- 
dere, welche physikalisch analoge Prozesse ausführen und in dieser Weise ein 
eBbares Resultat ergeben. Der im Abschnitt 123 beschriebene optische Uber- 
‚agerer dürfte immerhin in der dargestellten Form bezüglich seiner Genauigkeit 
-iniges zu wünschen übriglassen. — Der zweite Teil ist der zweidimensionalen 
ynthese gewidmet; die ersten Abschnitte behandeln die numerische Synthese 
nittels gewöhnlicher Rechenmaschinen und mittels Lochkartenmaschinen. Darauf 
sind mechanisch, elektrisch und optisch arbeitende Verfahren beschrieben. Im 
Aritten Teil über dreidimensionale Fourier-Synthese endlich wird hervorgehoben, 
aß hier eine besonders große Zahl von Sonder- und Unterfällen vorkommt, 
elche nicht leicht in ein gemeinsames Schema zu bringen sind. Es werden dann 
einige mechanische und elektrische Verfahren angedeutet, und es wird eine kurze 
“Anleitung zur Verwendung von Buchungsmaschinen zur Synthese gegeben. 

Ein ziemlich umfangreiches Schrifttumverzeichnis, welches deutsche wie 
ngelsächsische Literatur in gleicher Weise berücksichtigt, beschließt das Buch, 
welches als nützliche Zusammenfassung und gleichzeitig als Vermittler wertvoller 
Anregungen gelten kann. Al. Bu Speiser. 


- Nomographie, praktische Anleitung zum Entwerfen graphischer Rechen- 
tafeln. Von P.Luckey (Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1949). 107 Seiten, 57 Abb., 
$1.30. 


Das in der bekannten Sammlung erschienene, 100 Seiten umfassende Werk 
beginnt mit der Einführung des nomographischen Grundbegriffs der Funktions- 
leiter. Dann folgen die beiden Hauptgruppen der Netztafeln und Fluchtentafeln 
für Beziehungen zwischen drei Veränderlichen. In der ersten Gruppe werden die 
Netztafeln besonders hervorgehoben, die sich mittels im Handel käuflicher «ein- 
fach-» und «doppeltlogarithmischer» Papiere rasch herstellen lassen. Zugleich 
‘wird dargelegt, wie diese Papiere im graphischen, nichtnomographischen Rech- 
men nützlich verwertet werden können. 

Bekanntlich lassen sich nicht alle Beziehungen zwischen drei Veränderlichen 
‘durch Fluchtentafeln darstellen. Ob die dafür notwendige und hinreichende Be- 
dingung von Massav erfüllt ist, läßt sich oft nicht leicht feststellen. Deshalb hat 
sich die Typenmethode eingebürgert, die darin besteht, gewisse einfache HAE 
{typen zu postulieren und die zugehörigen Funktionstypen abzuleiten. Auch 
ILuckEy geht diesen bewährten Weg, der zu Konstruktionsregeln führt, die zur 
|Lösung der meisten aus der Praxis anfallenden Aufgaben genügen. Zur Ableitung 
dieser Regeln werden elementargeometrische Zusammenhänge benützt. _ 

Auch Beziehungen zwischen mehr als drei Veränderlichen erfahren die ver- 
diente, ziemlich eingehende Behandlung durch Tafeln der oben genannten Haupt- 
‚gruppen oder ihrer Kombination. Der Verfasser erörtert auch die allgemeinen 
Rechenschieber und hebt die zweidimensionalen sogenannten Flächenschieber 
besonders hervor wegen ihrer Eignung zur Vertafelung von Beziehungen mit 
vielen Variablen. | | 

Es genügen die Elemente der Mathematik als Vorkenntnisse zum Studium des 
einfachen und klar aufgebauten, leichtfaBlichen Leitfadens der Nomographie, der 
trotz bescheidenen Umfangs recht reichhaltig ist. Die eben erschienene 6. Auflage 
ist im wesentlichen ein Neudruck früherer bewährter Fassungen. Da die Vor- 
kriegsliteratur vergriffen ist, entspricht die Neuauflage einem dringenden Be- 
diirfnis und ist lebhaft zu begriiBen. E. Völlm. 
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Theory of Oscillations. By A. A. ANDRONOW and C. E. CHAIKIN (Princeton 
University Press, Princeton N. J. 1949), 358 pp., 313 Fgs., sFr. 30.—. 


Im Jahre 1937 haben A. A. ANDRONOW und C. E. CHAIKIN in russischer 
Sprache die erste Einführung in die Theorie und Praxis der nichtlinearen Schwin- ~ 
ger geschrieben, die seither vor allem durch N. MINORSKY (Introduction to Non- 
linear Mechanics, Ann Arbor 1947; Modern Trends in Nonlinear Mechanics, Ad- 
vances in Applied Mechanics, New York 1948) geschlossen dargestellt worden 
sind. Mit dem vorliegenden Buch präsentiert S. LEFSCHETZ eine englische Bear- 
beitung des russischen Werkes, die sich vom Original im wesentlichen durch | 
Kürzungen unterscheidet. | 

In einem ersten Abschnitt wird gezeigt, wie sich Schwingungen x(f) mit 
einem Freiheitsgrad durch Kurven in der Phasenebene (x, #) und Gleichgewichts- — 
lagen durch singuläre Punkte darstellen lassen, deren Charakter auch über die 
Stabilität Auskunft gibt. Der zweite Abschnitt ist dem pseudoharmonischen, 
d. h. dem nichtlinearen konservativen Schwinger gewidmet, der dritte dem dissi- 
pativen und dem selbsterregten Schwinger als wichtigsten Vertretern nıchtkon- 
servativen Verhaltens. Im vierten Abschnitt gehen die Verfasser von Systemen 
aus, deren Bewegung zufolge Degeneration einer einzigen Differentialgleichung — 
erster Ordnung genügt, und diskutieren als Anwendungen die Relaxationsschwin- — 
gungen. Die drei nächsten Abschnitte befassen sich mit der qualitativen Unter- 
suchung von Systemen mit zwei Differentialgleichungen erster Ordnung, zu denen 
auch der zwangläufige Schwinger gezählt werden kann. Im fünften und sechsten 
werden im wesentlichen die Theorien von POINCARE und LIAPOUNOV samt den 
auf BENDIXSON zurückgehenden Erweiterungen entwickelt, während der siebente — 
die Untersuchung von Unstetigkeiten enthält, wie sie bei Vernachlässigung 
kleiner Parameter auftreten können. Der achte Abschnitt umfaßt diejenigen 
Fälle, in denen die Phasenebene zweckmäßig durch einen Zylinder ersetzt wird. Im 
neunten werden schließlich die analytischen Methoden besprochen, die von PoIn- 
CARE und VAN DER Por für annähernd lineare und konservative Systeme ent- 
wickelt worden sind. 

Das Buch ist durch zwei Vorzüge gekennzeichnet, die nur selten Hand in 
Hand gehen: mathematische Strenge und Anschaulichkeit. Die theoretischen 
Ausführungen, bei denen — jedenfalls in der vorliegenden Bearbeitung — gelegent- | 
lich umständlichere Beweise unterdrückt sind, werden durch eine Fülle von Bei- 
spielen aus der Mechanik und Elektrodynamik glänzend illustriert. 


zu 


H. Ziegler. 
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Experimental Meteorology’) 
Survey article (Continued and finished) ?) 


By VINCENT J. SCHAEFER, Schenectady, New York?) 


The application of seeding methods to clouds of various types 


The modification of orographic clouds 


| The modification of orographic clouds by seeding methods presents a parti- 
ularly intriguing possibility. These are clouds which form as moist air is forced 
o rise as it encounters a barrier such as a mountain range. In rising, the air 
xpands and cools as its pressure decreases. If the amount of cooling drops 
he air below the dew point temperature, a cloud forms. 

Under many conditions, the clouds formed by orographic processes are 
ool or cold clouds, especially in the wintertime or when towering cumulus 
evelop over certain mountain peaks or ridges. 

The condensed water in orographic clouds in the wintertime is not very 
igh, since it rarely exceeds 1 g/m?. Such clouds, however, are very common 
à mountainous regions and often form continuously for many days. Even a 
ursory study of them reveals that relatively little precipitation reaches the 
arth from them except as rime deposits on trees and rocks or in the form 
f scattered snow crystals. Under most conditions observed on mountains in 
northeastern United States, snow crystals do not form in sufficient numbers 
use up the available supercooled cloud droplets. Consequently, only a small 
raction of the clouds which form in this manner are precipitated. If techniques 
an be devised to cause a widespread and effective precipitation of such clouds, 
e depth of the snow pack in the vicinity of mountains might be markedly 
acreased. Such a result would be of much importance since the snow pack 
n mountain slopes is of great importance in stabilizing the streams which 
dow from such regions. 

The use of ground generators using silver iodide smokes is one way in which 
rographic clouds might be seeded. Unless such clouds form at relatively low 


| 1) This paper has been approved by the National Military Establishment and also by 
LOW. Sarow (August 15, 1949). It has been presented before United Nations Conference on the 
onservation and Utilization of Resources (August 19, 1949). 

| 2) First part see ZAMP 1/3, p. 153-184. 

| 3) General Electric Research Laboratory. 
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temperatures, however, this seeding material will not be of much importance 
since temperatures below —10° C are necessary if an efficient production of. 
nuclei is to occur. The concentration of nuclei must be of the order of 50 to | 
100 per cubic centimeter where the vertical rise of the cloud is rapid if the 
available cloud droplets are to be converted to snow. Whether particles of this 
concentration will subsequently grow large enough to form precipitation is a 
question which is answered best by experimentation with varying types of 
clouds, temperatures, wind velocities, and vertical accelerations in mountainous ~ 
regions. Such particles will probably grow large enough to fall to the earth’s — 
surface if the cloud beyond the mountain summit is of sufficient thickness tou 
sustain the growth of the particles until they become large enough to preci- | 
pitate. In many instances when orographic clouds have temperatures of —10°C 
or colder, the liquid water content of the clouds is so low that it is questionable | 
whether the precipitation initiated with silver iodide would be economically M 
feasible. 

The production of ice crystals in orographic clouds by the use of dry ice, 
liquid carbon dioxide, or similar methods requires that the crystals be intro- | 
duced into air supersaturated with respect to ice. In addition to this require- | 
ment, it is also necessary that the seeding be a continuous operation. This" 
imposes rather severe limitations on the sites where such experiments may | 
be carried out effectively. For this reason, it is at present questionable whether 
a feasible method is known for carrying out the seeding of relatively thin and 
cold orographic clouds on a scale that would have economic importance. 

A method might possibly be developed, however, making use of the riming 
nature of cold clouds so that very weak rime feathers are formed which con- 
tinually shed tiny ice fragments into the wind. That this might be feasible 
is suggested by the fact that small rime fragments form a considerable per- 
centage of the ice particles observed in the air during an icing storm. If the } 
source of these particles was better understood, a more effective way of form- | 
ing them in larger quantities could probably be developed which might not 4 
require more than the planting of certain types of sub-alpine trees or the 4 
construction of man-made structures in strategic regions on the upwind region | 
of the mountains. 


The production of regions of ice nuclei in the sky 


It sometimes happens that large snow storms from low, cold clouds are } 
started and kept going by their contact with a thin layer of middle or upper b 
clouds, such as altostratus or cirrus. CONOVER has described [19] an interesting 4 
case of this kind. | 

It is a fairly common experience to note examples of the seeding of lower | 
clouds by cirrus crystals. This latter type of observation may be deduced by } 
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à study of the snow crystals reaching the ground during a snow storm. This 
condition generally produces stellar snow crystals with cirrus type hexagons 
n the center. This is illustrated by Fig. 14 which shows a few samples of 
crystals which grew in this manner. 

The production of specific regions in the free atmosphere containing high 
concentrations of ice nuclei or potential ice nuclei is now an interesting possi- 
pility. Cold middle clouds, even though having no appreciable moisture, may 
pe used as “holding reservoirs’’ to store ice crystals until they come into 
contact with lower clouds of greater thickness or are entrained into cool or 
cold cumulus. An example of this type of seeding is contained in the seeding 
»peration during our high level study [20] of Hurricane King on October 13, 
1947. A relatively thin layer of stratus clouds covering an area of nearly 300 
square miles was transformed to snow crystals. The subsequent fate of these 
ce crystals is still a moot question, but if a considerable region of them was 
entrained into the lower levels of a line of towering cumulus observed during 
the flight located in the southeast quadrant of the storm, the entrainment 
DE these snow crystals might have exercised a profound effect on the subse- 
juent development of these cumulus. 

Similarly, the ice crystal residue from seeded, but small, cumulus clouds 
nay be entrained at a low level into much larger cumulus forming in their 
vicinity. In this way, an effect of considerable magnitude is produced as the 
“ipercooled regions are infected at a lower level than would otherwise be 
»ossible. 

It will take much careful study to establish methods for utilizing this type 
of seeding. Eventually, it may become one of the most important of all. 

A discovery that would have great importance in this respect would be a 
‚table sublimation or freezing nucleus which would be effective at a tempe- 
ature within one or two degrees below 0° C. It is obvious from the observations 
de thus far that natural nuclei of this kind are rarely, if ever, formed. 
{t thus remains for us to find or develop a substance in the laboratory which 
ill fit the requirements. 


The modification of stratiform clouds 


The widespread modification of stratus clouds by artificial means is pos- 
ible at the present time whenever such clouds are supercooled. Under such 
-onditions, the clouds may be further stabilized by overseeding them or their 
precipitation may be accomplished by using an optimum number of ice nuclei. 
his latter result is achieved by using only enough ice nuclei to cause the cloud 
sarticles to evaporate completely as they condense onto the crystals thus formed 
vhich then grow large enough to fall as snow. 
Typical results obtained in seeding cold stratus clouds are shown in Figs. 
15,16, 17, 18, 19, and 20. 
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Stratus clouds may be seeded by flying 30-100 m above them and dropping | 
dry ice fragments pane in size from 0-1 to 1 cm diameter at the rate of 
approximately 250 g (44 pound) per mile. Except with clouds thicker than 
2 km (6500 ft.), the use ‘of more than one pound of dry ice per mile will tend 
to produce overseeding. i 

Besides seeding stratus clouds from on top, it is also possible to seed them 
effectively by flying through them as well as by flying at the cloud base. 
At this lower position, however, there is no need of using large fragments 
since the dry ice is only effective in air supersaturated with respect to ice 
A zone below the cloud base equivalent in depth to approximately 10 m per 
degree centigrade below freezing will support the formation of ice crystals | 
formed with dry ice. Thus, if the temperature at the cloud base is —10° C, 
a distance of 100 m below the cloud will become filled with ice crystals if dry | 
ice fragments are sprinkled or liquid CO, is sprayed into that region. 


reer 


The modification of supercooled ground fogs 


While warm ground fogs formed by advection or radiation may only bem 
modified at present by heating the air to cause its evaporation, supercooled | 
ground fog formed in a similar manner may be modified and even dispersed } 
if care is exercised to prevent overseeding. 

In order to disperse a cold fog of this sort, it is necessary to use up the 
available condensed water by seeding with only enough ice nuclei that the } 
crystals grow large enough to precipitate. An average concentration of about I 
20 ice nuclei per cubic centimeter is about the number required to produce | 
this effect. | 

If higher concentrations are used, there is a real danger that the density # 
of the fog will actually increase, thus reducing the visibility to a remarkable } 
degree. Since most ground fogs rarely contain more than 200 particles per 
cubic centimeter, it is a simple matter to produce 10,000 per cubic centimeter } 
of ice crystals in the same volume of air. This not only reduces the visibility } 
but also makes the fog considerably more stable due to the very small particle } 
size and the further removal of moisture from the air. 

Very peculiar optical effects occur in an overseeded cold fog. The outline 
of objects near the limit of visibility become extremely fuzzy and of an unreal } 
appearance. In addition, the light scattered in the fog has a peculiar bluish 
cast due to the Rayleigh scattering from particles small with respect to the 
wavelength. 

The prevention of the formation of ice fog is another possibility that may } 
be attained by the proper manipulation of seeding techniques. By introducing | 
an optimum number of sublimation nuclei into the air in regions where such } 
fogs are troublesome, it may be possible to continuously remove the moisture } 
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om the air which is responsible for the formation of this interesting but often 
coublesome type of ground fog. 

The ice crystals generated in the vortices of airplane propellers plus the 
aoisture added to the air by the combustion exhaust of the plane are the effects 
hich generally lead to the formation of ice fogs at airports. 

Whether the removal of supersaturation with respect to ice by seeding 
sethods will be of sufficient magnitude to prevent ice fogging effects produced 
y plane operations can be determined most conclusively by actual experi- 
sentation. 


The modification of icing clouds for the protection of aircraft 


This effect suggests an interesting possibility—the elimination of icing 
.ouds 1 in the vicinities of airports and along heavily traveled air lanes. There 
‚no question about being able to accomplish the modification. The problem 
hich exists at present is whether or not it may have a practical application. 
| Low clouds which restrict the visibility for landing approaches around 
irports, thick clouds in which planes must cruise as they wait for permission 
» land, and thick clouds which might deposit a serious icing load on a plane 
5 it tries to climb up through them—these comprise hazards to safe plane 
perations. Whenever such clouds are supercooled, they may be profoundly 
aodified as shown in Figs. 21 to 24. The practical and economic importance 
f such operations can only be determined after detailed studies are made 
1 regions where such problems are thought to exist. 

_ The simplest means for carrying out such cloud modification operations 
: to employ a plane well equipped for flying under serious icing conditions. 
uch a plane would be assigned the job of patrolling the air lanes, reporting 
ather and cloud conditions and whenever serious supercooled clouds occurred, 
eould carry out seeding operations. A more direct means for protecting indi- 
idual planes may be the use of projectiles for modifying the cloud directly 
ead of a plane. This hardly seems practical for peace time operations, how- 
wer, since a considerable hazard is involved in shooting anything into clouds. 
Perhaps the most serious limitation to this use of cloud modification is 
ne fact that at the present extent of our knowledge icing clouds are nearly 
predictable. The indefinite persistence of such clouds because of their 
stable nature is the feature that will probably prevent any effective use of 
his application of cloud seeding within the near future. 

In flying through a supercooled cloud, the airplane itself may produce a 
airly effective modification since the vortices which form at the trailing edge 
f the wings and particularly from the propeller tips form large numbers of 
ce crystals as the expanding air in the vortex cools below —39° C. Laboratory 
tudies of this effect indicate that as many as 101? nuclei per cubic centimeter 
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may be formed in this manner. It is significant that when aircraft 1 icing studies 
are carried out in supercooled clouds, it is difficult to obtain an accumulation 
of ice on the plane by making successive passes through a particular cloud. 
After the first traverse, the icing property of the cloud is radically changed, | | 
and it is often impossible to find any supercooled cloud in a region wheal 

| 


heavy icing was present a few minutes earlier. 


The modification of orographic thunderstorms 


An extremely important type of orographic cloud is the towering cumulus. 
In most mountainous regions, certain peculiar topographic features combine 
to favor the local formation of clouds. At certain seasons of the year, the 
clouds generated by these “cloud breeding” regions develop into such large 
cumulus that they become thunderstorms. Such storms once formed often’ 
become detached from their site of development and produce violent distur- 
bances. This aspect of these clouds will be discussed in a later section. . 

Since orographic cumulus formations are common in specific regions [21], 
they provide nearly ideal conditions for research studies and the evaluation} 
of various techniques in experimental meteorology. \ 

It may be possible that silver iodide seeding from ground generators would | 
be particularly useful in modifying orographic cumulus to prevent their growth} 
into thunderstorms. By determining the air trajectory from the ground into} 
the cold part of the cloud, potential ice nuclei may be sent aloft by a very} 
simple procedure. Since silver iodide particles become quite effective in the} 
region between —12°C and —16°C at which temperature the largest diffe-f 
rential exists between the partial vapor pressures of water and ice, it is quite} 
possible that such clouds could be profoundly modified by permeating their} 
general area with effective ice nuclei. If subsequent experiments indicate that} 
it is important to seed such clouds at a temperature only a few degrees colder} 
than the freezing point (0° C), it may become necessary to use dry ice dispensed} 
from planes or carried into the clouds by free balloons or projectiles. | 

The pioneer work, however, must be accomplished using, if possible, both’ 
ground observation stations and aircraft. Aircraft alone must be used if the] 
nature of the region precludes the use of ground stations. | 


The potential precipitation contained in clouds 


From quantitative considerations, it is obvious that unless convergence of 
moist air occurs during the development of clouds and precipitation, the. 
amount of rain or snow that may reach the ground is at best of minor import- 
ance in relation to the water resources of the earth. For example, a cloud 
having a vertical thickness of 2 km and an average liquid water content of} 
1 g/m? would produce only about 2 mm of rain if completely precipitated.. 


er ne. 
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_ With towering cumulus, however, having a vertical thickness of 5 km and 
1 average liquid water content of 3 g/m}, the precipitable water is more 
aan 1% inch. Since such clouds are potentially unstable, the sudden conver- 
n to rain might also lead to a local lifting of moist air which could produce 
ren more precipitable water. Such clouds may often be seen to form and 
ssipate without producing any precipitation. It is for this reason that careful 
udies should be conducted to learn everything possible about the physical 
rd colloidal properties of towering cumulus. 


The modification of towering cumulus 


} As indicated in the last paragraph, the cloud structure of great economic 
aportance is the towering cumulus. While such clouds often are produced 
y orographic lifting, they also form over flat country at times when the 
‘mosphere is conditionally unstable. Differences in ground heating and con- 
ct effects between warm and cold air along frontal systems often lead to 
‘te formation of large regions of such cloud structures. If local conditions 
érmit the continued development of such storms within two to five hours, 
«ey may develop into thunderstorms. Dangerous and often deadly lightning 
okes, torrential rains, destructive winds, and sometimes hail and tornadoes 
‘e the end products of such developments. 
Invariably such storms in their formative stages are characterized by a 
gh liquid water content, strong vertical velocities, and supercooled clouds 
hose vertical thickness may exceed 5 km before many ice crystals form. 

This large volume of supercooled cloud is invariably observed during the 
itial stages of a thunderstorm and must, to a large extent, be responsible 
+ the sudden outbreak of such storms once their growth exceeds a critical 
age. The large degree of instability due to supercooling may be altered 
ithin a few minutes as ice crystals invade the cloud. The large amount of 
aergy released in this process provides additional impetus to the vertical 
velopment of the storm. The rate at which this shift in phase takes place 

one of the important variables determining the subsequent progress and 
evelopment of the storm. Since under some conditions, the increase in tem- 
srature alone may exceed 3°C, the total amount of energy released in this 
anner is of tremendous magnitude. In a relatively small storm, it may be 
quivalent to that released by several atomic bombs. 

It is the presence of thick supercooled clouds which raises the distinct 
yssibility that profound changes may be induced in cloud systems which 
ce growing into thunderstorms. 

Since the high, vertical thickness of a supercooled cloud seems to be a basic 
quisite in the formation of a thunderstorm, it may be quite feasible by proper 
eding methods to prevent this phase from developing. 
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The manner in which this seeding is done may produce a wide variation 
in the end results obtained. By seeding each cumulus tower with large numbers | 
of crystals shortly after it rises above the freezing level, the cloud would be 
continuously dissipated and no extensive regions of supercooled cloud could, 
develop. ù 

On the other hand, it might be desirable to seed such clouds to realizé 
the maximum possible energy release. This presumably would involve seeding 
each cumulus tower just previous to the point of its maximum development. 
If this could be done effectively, it might be possible to build the storm into 
a much larger one then would develop under natural conditions. 


| 
| 
The prevention of hail by seeding methods ' 
Of considerable economic importance is the possibility that hail storms 
might be prevented by seeding techniques. Hail is believed to form under 
conditions of strong vertical convection in cumulus clouds having a high 
liquid water content but low concentrations of ice nuclei. With relatively 
few active nuclei within supercooled clouds at temperatures between —5° C 
and —20°C, hail particles may grow very rapidly by the difference in the} 
partial vapor pressures of water and ice aided by the agglomeration of rela- 
tively large supercooled water droplets. 
If large numbers of ice nuclei were present, the competition for available} 
water would be so keen that no particles could grow very large. The importance} 
of silver iodide for this type of modification is obvious since it might be prac-} 
tical to use ground generators positioned in such a way that these sublimation 
nuclei would be carried into the clouds by entrainment. Since silver iodide} 
particles become quite active at temperatures colder than —10° C, this sub-) 
stance should be quite valuable for this application if a reliable technique} 
can be developed to get the nuclei into the critical regions for it to bel 
effective. À 
A considerable amount of basic information is needed on the various pro-} 
perties of storms that produce hail. In some parts of the country where severe| 
hail damage is frequent, storms are formed over certain mountain ridges and 
peaks that serve as cloud breeders. Such clouds should be particularly suited 
for modification by ground generators since the air trajectory is definitely| 
related to the flow of air up the mountain and into the clouds. 
To accomplish the desired results, it may be necessary to build up a com 
centration of nuclei of the order of not less than 100 per cubic centimeter 
in all the air likely to be involved in forming the cloud. With efficient genes 
rators, this should be possible using approximately 100 mg of silver iodide 
for one cubic kilometer of air. 


| 
| 
| 
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The apparent limitations to the modification of cloud systems 


As in any of the physical phenomena, there are definite limitations to the 
egree in which experimental meteorology may be employed in modifying 
louds in the free atmosphere. Some of these apparent limitations may dis- 
}ppear as our knowledge increases although most of the restrictions now recog- 
ized are imposed by known physical laws. 

Foremost of these is the factor of cloud size and type. Certain clouds, such 
ss the fair weather cumulus (cumulus humilus), have such a small volume 
d restricted area that, even though they are easily modified when super- 
poled, their total liquid water content is inconsequential. As pointed out in 
previous section, even clouds of considerable vertical thickness contain but 
Welatively small amounts of condensed water. Another complicating factor is 
| hat the air below larger clouds is sometimes so dry that a considerable amount 
f precipitation evaporates before it reaches the ground. 

Another type of cloud which is difficult to modify is the warm ground fog 
ormed by radiation or advection. Such fogs are often extensive and of con- 
Mderable economic importance, especially from the standpoint of airplane 
caffic control. The natural structure of a fog precludes any simple method 
t modifying it. Generally, the vertical thickness is not more than a hundred 
Macters or so with a cloudless sky above. This rules out the modification from 
hove by forming precipitation in higher clouds to “rain out” the fog. On 
Mie other hand, supercooled ground fog may be modified and, in some cases, 
ispersed by the intelligent application of presently known methods of infect- 
‘ag the atmosphere with seeding agents. 

_ Another weather situation where no method of relief is now apparent is 
Al: the case of drought. This condition generally results from the stability of a 
Womplex weather pattern in a manner which, at present, is not very well 
Waderstood. Drought is generally accompanied with either cloudless skies or 
clouds of small vertical and horizontal development due to strong inver- 
‘ons or thick layers of dry air. 

A typical drought condition of this type occurred in New York state be- 
een June 1 and June 25, 1949. A dome of high pressure of great stability 
}eveloped over the northeastern part of the United States and resisted the 
acroaching movement of a cold front to the westward. This high became 
Jhagnant for nearly a week and then slowly moved eastward causing the per- 
stent movement of fairly moist and very warm air from the south. Cumulus 
douds occurred with increasing frequency after a week of nearly cloudless 
f lies but were restricted in their vertical development by a layer of dry air 
Fisting between 8,000 feet to 16,000 feet where the temperature ranged from 
“8° C to —6° C and the mixing ratio fell from 6 g/kg to less than 1 g/kg of 
r. The cloud structure was mostly of a diurnal nature with the nights being 
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cloudless, while the greatest development occurred toward evening due to the 
convection produced by the sun. 

On the evening of the fourteenth day, a few widely scattered and very 
local showers occurred coming from single cloud systems. Fig. 25 illustrates 
a cloud which produced a brief shower as it passed across a strip about two) 
miles wide by ten miles long. The cloud dissipated in about an hour, the aver- 
age amount of rainfall within this area being considerably less than 0.05 " 
scarcely enough to lay the dust. If a number of clouds of this kind formed 
rain in succession, the accumulated moisture might be of importance. Unfor- 
tunately, the development and dissipation of this cloud required nearly two À 
hours and eventually, reduced the cloud cover to zero since the heating effect 
of the sun needed for this type of cloud formation was no longer present dues 
to the late hour of the day. | 

The development of convergence is an important feature in the formation | 
of appreciable amounts of rainfall in many parts of the world. As a rule, such 
developments are generally accompanied by the occurrence of natural press} 
cipitation which continues so long as the convergent movement is present 
About the only thing that artificial modification of clouds might do under | 
such atmospheric conditions is the initiation of the precipitation cycle a few. 
hours before it would start naturally or, under some conditions, to delay the 
onset of precipitation by overseeding. | 

An interesting and valuable analyses of the relationship of cloud types } 
and systems and the possible effect which might be produced in them by arti- | 
ficial seeding operations has been presented recently by BERGERON [22]. 
Papers of this kind are of the utmost value, especially when they consider } 
and evaluate the results of laboratory and field operations. It is the feeling 
of the writer, however, that such evaluations inust be limited at the present 
time to a consideration of the cloud systems in regions of the world familiar } 
to the observer. Generalization without observational data may raise obstacles! 
which are not truly valid. | 

A series of experiments [23] carried out in Ohio by a group associated with 
the United States Weather Bureau have reported results which they have 
interpreted as of doubtful economic importance. A study of the results which} 
they describe could be interpreted with a more optimistic viewpoint as con- 
firming many of the claims made thus far by other workers in the field. 


14 
} 


| 
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In view of the present relatively crude techniques and rapid advances} 
now being made in the field of experimental meteorology, it may be wisdom} 
to refrain from making world-wide generalizations until more experimental} 
and observational data becomes available. 

The research related to experimental meteorology which is underway in} 
such places as Australia [24], South Africa [25], Hawaii [26], Canada [27], and}! 
Honduras [28] are typical examples of the attitude which is necessary to gain}: 
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| proper perspective of the possibilities and limitations of cloud modification 
various parts of the world. 
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L 14. Photomicrographs of stellar crystals formed on cirrus type hexagons 
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Fig. 15. Portion of 15 miles long ‘“L’” pattern produced with about 1-1, pounds per mile of dry 
ıce which resulted in overseeding effect. Note reflection. Flight 3, April 7, 1947, Project Cirrus. 
(Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 


Fig. 16. Remnants of six separate spot drops of 1-1, pounds of dry ice. These six ice crystal clouds} 
persisted after all other supercooled clouds dissipated. Flight 23, April 29, 1948, Project Cirrus 
Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 
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ie.17. A view of the “Gamma” pattern after 21 minutes produced by seeding with dry ice pellets 
| t the rate of 1:3 pound per mile. Each leg (not all shown) about 30 miles long. Flight 52, November 
14, 1948 Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 
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Fig. 18. View of ‘‘Racetrack’’ pattern produced with dry ice seeding using less than one pound of! 
dry ice per mile of flight. Straight legs are 18 miles long. Flight 53, November 24, 1948. Project 
Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 
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"ig. 19. View of ‘‘Figure Four’ pattern produced by dry ice seeding. Legs 10 miles long. Flight 73, 
March 10, 1949, Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 


> seeding of supercooled stratus cloud 


20. View of two ‘“‘L” type patterns produced by dry ice 


o 
Er. . ~ ~ . . 
ht 80, March 31, 1949, Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 


i 
lg 
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Fig. 21. View of a large gap in an overcast produced by dry ice seeding with new clouds beginning 
to fill in the empty spaces. Flight 52, November 24, 1948, Project Cirrus. (Official Photo, Signal 
Corps Engineering Laboratory.) 


Fig. 22. Portion of nearly 250 square miles of stratus cloud removed by seeding at rate of 1-3 pounds 
per mile. Flight 52, November 24, 1948, Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering 
(Laboratory. ) 


Î 
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fig. 23. Hole having an area of 70 square miles cut into a stratus cloud by a dry ice seeding in an 
iL” pattern. Flight 23, April 29, 1948, Project Cirrus. (Official Photo, Signal Corps Engineering 
laboratory.) 


| 

I 

I 24. Large area of supercooled stratus cloud modified with dry ice. Flight 83, Project Cirrus. 
big. 24 Le é supe = 

I Photo, Signal Corps Engineering Laboratory.) 

{| 
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See nr ——— 


Fig. 25. Appearance of cumulo-nimbus cloud system which produced 
fourteenth day of a drought in Eastern New York 


the first local showers on the 
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Zur Theorie der Travelling-Wave-Tube 


Von WOLFGANG FREY und Fritz Ltp1, Baden!) 


Einleitung 


| Es existiert schon eine große Literatur über die Travelling-Wave-Tube. 
‘Warum hier nochmals eine Berechnung vorgelegt wird, sei im folgenden erläu- 
tert. Obwohl die grundlegenden Arbeiten von R. KOMPFNER?) und R. PIERCE?) 
sanz verschiedene Methoden der Berechnung benützen, führen sie doch im 
wesentlichen zu denselben Resultaten. KOMPFNER nimmt eine durch die Helix 
‚verzögerte elektromagnetische Welle als gegeben und berechnet daraus die 
‘okussierung der Elektronenpakete. Diese influenzieren an jeder Stelle x der 
Helix eine Spannung, welche KOMPFNER proportionaldem Wellenwiderstand der 
Leitung setzt. Summation aller influenzierten Spannungen längs x gibt die erste 
Spannungsverstärkung; damit gibt der zweite Fokussierungseffekt usw. eine 
inendliche konvergierende Reihe für die total erzielte Verstärkung. — PIERCE 
etrachtet dagegen die simultane Wirkung einerseits des modulierten Elektro- 
enstrahls auf die Helix und anderseits die Wirkung des Längsfeldes auf den 
lektronenstrahl bzw. das ihn repräsentierende System von linearen Differen- 
tialgleichungen. Der allen Variablen gemeinsame Lösungsansatz führt ihn auf 
einheiten, welche die Kompfnersche Rechnung nicht gibt, z. B. die wichtige 
Aussage, daß der Elektronenstrahl schneller als die sich verstärkende Welle 
läuft, wodurch erst dessen Energieabgabe an die Welle verständlich wird. 

Sowohl bei PIERCE wie bei KOMPFNER ist nun die Helix als formaler Träger 
einer verzögerten elektromagnetischen Welle eingeführt und deshalb ein formel- 
mäßiger Vergleich mit dem Klystron nicht ohne weiteres möglich. KOMPFNER 
<ommt diesem Ziel durch Einführung des Wellenwiderstandes und eines Pro- 


1) Brown, Boveri & Cie., Baden. 
2) R. Komprner, Wireless Eng. 24, 255 (1947). 
3) J. R. Pierce, Proc. I. R. E. 35, 111 (1947). 
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portionalitätsfaktors «, welcher die Schwächung des elektrischen Feldes für die 
Achse der Helix gibt, näher. Hier erwähnen wir noch die Arbeit von SUHLMANN 
und HEAGY1). Diese Verfasser behandeln die Helix auf Grund der Maxwell- 
schen Gleichungen mit Randbedingungen (elektrisches Feld senkrecht auf den 
schräg laufenden Windungen der Helix, wodurch eine Axialkomponente ent- , 
steht). Es gehen dann die geometrischen Größen der Helix (Durchmesser, 
Steigung bzw. Anzahl Windungen pro Zentimeter) ein. Die Schlußformeln sind 
aber so kompliziert, daß ein Anschluß an das Klystron noch weiter entrückt 
erscheint. Die in der französischen Literatur erschienenen Arbeiten von DÖHLER 
und KLEEN?) haben neben der ebenfalls grundsätzlichen Auseinandersetzung 
mit dem Problem als Weiterführung die Berücksichtigung der Nichtlinearitä- 
ten, zwecks einer Abschätzung des Wirkungsgrades, zum Gegenstand der Un- 
tersuchung. 

Der vorliegende Aufsatz hat den Zweck, die Helix durch ein geeignetes 
Ersatzschema, welches aus den definierten Größen der Längsinduktivität pro | 
Zentimeter, Querkapazität pro Zentimeter und Längskapazität pro Zentimeter 
besteht, in der Wechselwirkung durch letztere mit dem Elektronenstrahl mög- 
lichst konkret durchzuführen. Es wird sich zeigen, daß alle obgenannten Größen 
durch den meßbaren Wellenwiderstand und das meßbare Verhältnis von Elek- 
tronengeschwindigkeit zu Lichtgeschwindigkeit ausgedrückt werden und daß 
die verzögerte Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle eine Folge des Ersatz- 
schemas ist. Um zahlenmäßige Übereinstimmung mit den Versuchen zu bekom- ; 
men, ist jedoch auch hier ein Proportionalitätsfaktor « für die Wechselwirkung 
zwischen Streufeld und Elektronenstrahl einzuführen. Die Endformeln der Ver- 
stärkung und des Rauschens, welche die Güte eines Mikrowellenverstärkers 
charakterisieren, enthalten dann neben Wellenwiderstand und Verhältnis der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit zu Lichtgeschwindigkeit nur noch den Elektro- 
nenstrom, die Beschleunigungsspannung und die Länge der Helix. Der Pro- 
portionalitätsfaktor « ist z. B. aus der Verstärkung zu ermitteln, womit aber À 
auch die Rauschzahl festgelegt ist! Es wird dann der Vergleich mit den ent- 
sprechenden Formeln für das Klystron und die Triode möglich, Ausdrücke wie) 
sie von einem Verfasser?) bereits früher angegeben wurden. Der Vergleich zeigt 
illustrativ, warum das Klystron, welches ja wegen der Trennung von Eingang | 
und Ausgang prinzipiell als Mikrowellenverstärker geeignet sein sollte, gegen- | 
über der Travelling-Wave-Tube im Nachteil ist. 

Zur Berechnung lehnen wir uns an die Methode von PIERCE an, der Lösung | 
von simultanen Differentialgleichungen, und beschränken uns ebenfalls auf die | 
Linearisierung des Problems; damit können wir uns die ausführliche Wieder- 
gabe der Rechnung ersparen und uns auf das Wesentliche beschränken. 


1) C. S. SUHLMANN und M. S. Heacy, R. C. A. Review 8, 585 (1947). 
?) O. Dönter und W. KLEEN, Ann. Radioélectr. 3, 124 (1948). 
3) F. Lüpı, Helvetica Physica Acta 9, 355 (1946). I 
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1. Die Differentialgleichungen für die Helix und für den 
Elektronenstrahl 


I(x + dx) = I(x) + I'(x) dx 
| De an) = Ola) = Ux) dx 


Die Fig. 1 ist das Ersatzschema eines Elementes der Helix; L, C Indukti- 
vität und Kapazität pro Längeneinheit, C, die Längskapazität pro Längen- 
einheit!). Wegen Serieschaltung ist C,/dx die Längskapazität des Elementes dx. 
| Aus den Kirchhoffschen Sätzen folgt 
für die Knoten B und C bzw. für die L dx L(x) Ifardx) 
Maschen À BCD und ABFE nach Elimi- ee 
mation der Ströme /, und J, die Bezie- 
hung zwischen J, und dU, (der Kopp- 
Jangsstelle) mit Strom und Spannung 7, 
U der Helix gegen den umhüllenden 
‘AuBenleiter: 


(OU CET CEE [7 08, (1) 

14173 040 (2) ner 

: he. für die Helix 
earl ale =O. (3) 


Punkt und Strich haben die oben angefiihrte Bedeutung. Dazu kommen die 
Differentialgleichungen des Elektronenstrahls [linearisierte Stromgleichung (4), 
Kontinuitätsgleichung (5) und Bewegungsgleichung der Hydrodynamik (6) : 


dv +0 —1—=0, (4) 
i’ +o=0, (5) 
V+yv =—aE, (6) 


1) Während der Niederschrift der Studie ist uns noch der Aufsatz von A. BLANC-LAPIERRE, 
P.LAPposTOLLE, J.P. Voce und R. WaLLAUSCHEK, Onde électr. 27, 194 (1947), bekanntgeworden, in 
dem ein Ähnliches Ersatzschema der Berechnung zugrunde liegt; nur tritt dort die Langskapazitat 
als Serie- und nicht als Parallelkapazität wie bei uns auf. Das Ziel der beiden Aufsätze ist jedoch 
verschieden. 
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mit o, Ladung pro Langeneinheit, v, Eintrittsgeschwindigkeit und Æ elektri- 
sches Axialfeld, der Index 0 bezieht sich auf die Gleichstromanteile]. 

Die Kopplung!) der Helix mit dem Elektronenstrahl ist ein Influenzproblem — 
und ist durch | 


eg pio eng De (7) 
dU, = E dx (8) | 


gegeben. Diese Gleichung ist die Differentialform der in 
früheren Untersuchungen benützten Koppelgleichung für das 
Klystron?). Man könnte statt dessen die Kopplung auch durch | 
Fig. 2 Aufspalten des Feldes E in ein inneres E,, herrührend von der | 
a Elektronenladung (div E; = 42), und in ein äußeres E,, 
mit der Helix bestimmt durch die Ladung Q auf der Langskapazitat Cy/dx, 
beschreiben; das Resultat bleibt sich gleich. 
Man setzt nun (7) und (8) in (1) bzw. (3) ein und macht für alle Wechsel- 
größen 


Y 


Us 


(die Klammer bedeutet, daß über E und 7 die Systeme Helix und Elektronen- 
strahl miteinander gekoppelt sind) den Ansatz 


wette’, mit p=7o. (9) 


Dann wird aus (1), (2) und (3) das durch den Elektronenstrom 7 influenzierte | 
elektrische Feld 


pre 


b= BLO ST? 4+ pee 


y at (10) 


und aus (4), (5) und (6) der durch das elektrische Feld E modulierte Elektronen- 
strahl 7 


: do piv A 
Baer an 


Hier ist noch die Beziehung eV, = m v3/2 und 5, = op,v, benützt. 
1) Der Kopplungsfaktor « in (6) und (7) besagt, daß einerseits nur das Streufeld « E auf den 


Elektronenstrahl wirkt und andererseits der Elektronenstrom 7 ein inneres Feld gemäß E, = — at/Cy 
influenziert; das letztere verifiziert man durch Aufspalten von E in Gleichuug (7) in E, und 


BO 0e Dear Ge, 


Die Streuung könnte durch eine Erweiterung des Ersatzschemas formal strenger eingeführt werden, 
doch verzichten wir auf die Komplikation, weil die im erweiterten Ersatzschema hinzukommenden 
Kapazitäten nicht auf einfache Weise bestimmt werden können. 


2) F. Lüpr, Helvetica Physica Acta 13, 122 (1940). 
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. Die elektronenstrahlfreie Helix. Einführung des Wellenwiderstandes 


Die Gleichungen (10) und (11) geben zusammen die homogene Gleichung 
in E oder i, welche die charakteristische Gleichung zur Bestimmung von I’ 
liefert. Doch vorher werde noch die Helix allein mit 7 = 0 diskutiert. Hierfür 
liefert (10) (das ungestörte J” sei mit J) bezeichnet) durch Nullsetzen des 


V1 — w? =) 
ul) t= —— —= Si MS 12 
o OVIHPLC % | PRE VLC 12) 


#1, ist die axiale Phasenausbreitungsgeschwindigkeit der Welle; es gilt für das 
Verhältnis von u, zur Lichtgeschwindigkeit c 


rs er (13) 


Der Wellenwiderstand bestimmt sich aus (2) zu 


7 ik T1 Bee Er 
Der - -\z V1—w? LC, = ZuV1-@LC, Co 


wobei mit Z,,der Wellenwiderstand der Leitung ohne Längskapazität gemeintist. 
Mit Benützung von (12) kann Gleichung (10) etwas anders geschrieben 
werden: 
E IR PLT EP LC) — T2 T3/pC 


an mo PPL C/( + p? BC) per > (15) 


Wenn Gleichung (11) in 7/E ausgedrückt und mit (15) multipliziert wird, so 
srhält man daraus die charakteristische Gleichung für /' 


1 ig 1 S77 


ne ER (16) 
ae 2 Vig Pg CR u DE TPE) 


3. Lösung fiir T unter der einschränkenden Voraussetzung, daß v, = uy 
nd I eine wenig abweichende Größe von I’, (kleiner Elektronenstrom 2) 
ist (vgl. hierzu Pierce) 


“ Für die nach rechts fortlaufende Welle werde also der Ansatz 
T=-1+ô=-1+3 (17) 
0 
nacht, Damit wird aus der charakteristischen Gleichung (16), wobei /' im 


AMP 1/16 


| 


| 
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Zähler durch J’, mit genügender Genauigkeit ersetzt und p = 7 w gesetzt wird, 


ee ere ; 5 Oe Oy OO 
be eK amit Kp Cae (18) 


welches zu den bekannten drei Wurzeln 
6: = ( 0,866 5-7 VAR, | 
6, = (— 0,866 — 70,5) K , (19) | 
da =+1K | | 


führt und die den drei nach rechts laufenden Wellen entsprechen. Die vierte 
Wurzel /'= I, + 6, ergibt sich ebenfalls direkt zu 


Ei LO eee 
= Ue 16 V0. © 


und bedeutet die nach links laufende wenig veränderte Welle. Nun werde noch 
K3 umgeformt. Es ist wegen vp = u, mit (12) und (13) 


M C = 0 C= 8 V2 


und mit (14) 


also 


2 
Vy C = zZ: 


Damit wird: 
IE, yo 
et 


Kes (20) | 
K ist also durch meBbare Größen allein ausgedrückt. Der Ausdruck (K x)3 
stimmt mit demjenigen von KOMPFNER (2, Gleichung 60 in seiner Arbeit) bis 
auf den Faktor 1/e? überein, wenn für © = 2 7 v,/À, gesetzt wird. 


4. Verstärkungsfaktor und Schrotspannung 


Zur Bestimmung der Amplituden der einzelnen Wellen muß man berück- | 
sichtigen, daß durch Gleichungen (1) bis (6) alle Amplituden miteinander ver- | 
knüpft sind und daß bei Gegebenheit einer einzigen alle andern bei entspre- 
chenden Anfangsbedingungen bestimmt sind. Für die Verstärkung ist U = Use 
am Eingang gegeben. Zur Bestimmung der Rauschspannung ist der eintretende 
Schrotstrom 7 = 1°” gegeben. Indem E, 7 und v mittels der Gleichungen (1) | 
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is (6) durch U ausgedrückt werden, erhält man für die drei Wellen (= 1,253) 


Eel Us 

ae ren Pivot 

im = ZT ploy? 10 Un, 
NE mie 

om = im (+ po To Um: 


obei wieder /’im Zähler mit geniigender Genauigkeit durch J’, ersetzt ist. 
Für die Verstärkung gilt nun mit den drei /'-Werten. 


Dre, 


a : è U. U U, 
dy in Lo BE La = 0 ’ 5 ar 3 Sr 3 SE 0 » (21) 
Ol 
Vy = Jy + Ue = 0. 8 + A + < A), 
nd daraus folgt: 
Usie 
U, =; U, = U, Fr RL? 


also wird schließlich die uns allein interessierende anwachsende Welle (mit 77) 
explizit: 


DE ce eilet- (G+ 00x)s] . 866K x (22) 


Jer imaginäre Exponent bringt nun auch hier zum Ausdruck, daB die anwach- 
sende Welle mit einer Geschwindigkeit kleiner als die Elektronenstrahlgeschwin- 
digkeit u, = vy läuft 

Uy < Vo, 


odurch die Energieabgabe der Gleichstromenergie an die Welle zum Ausdruck 
<ommt. Der Realteil des Exponenten gibt die Spannungsverstärkung für 
=I/ mit K aus (20) zu 


ae ol 


i (23) 


Zur Bestimmung der Rauschspannung wird die Summe aller Spannungen am 
Eingang im Gleichungssystem (21) Null gesetzt, was nicht bedeutet, daB die 
anwachsende Spannung U, auch Null ist; dagegen ist die Summe der Stréme 


i a iy a 2 3 j Schrot À | ae D e to Af 7 
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Damit ergibt sich fiir das Quadrat des Effektivwertes der influenzierten Schrot- 
spannung am Eingang der Leitung 


Or 5 d 


2 = play TER = at dope 2° PAP 


der zweite Bruch gibt K4/9, so daß mit den Werten p und 7 


SA? K 
DA 0A) te 19 


Don Af (24) 


| Ue Ne = 7 


wird. 


5. Verstarkung und Rauschen, Vergleich mit Triode und Klystron 


Um die Rauschformel fiir die Travelling-Wave-Tube in der uns interessie- 
renden Gestalt zu erhalten, gehen wir von der Bedingung aus, daB fiir minimale | 
Empfangsspannung 

| UF 


2 = | Gree (25) | 


gelten muß. Nun ist nach vorigem U{ = U‘'e/3 und wenn U‘'e durch die Emp- 
fangsleistung N = | U°'e|2/2 Z, ausgedrückt wird, kann die Empfindlich- 
keitsgleichung (25) mit Gleichheitszeichen unter Verwendung von (24) ge- 
schrieben werden 

PN Z| ae eae (26) | 
oder 

8 V2 

œ$/v$ 22 


LN Zig == Ke 2eecAy; (27) 
dabei ist berücksichtigt, daB N die Empfangsleistung an der Antenne ist und 
bei Anpassung N/2 als Nutzleistung am Wellenwiderstand Z, auftritt. Das | 
Eigenrauschen der Eingangswiderstande ist nicht berücksichtigt, sondern nur 
das Schrotrauschen des Elektronenstromes. 

Aus (26) erhält man sofort unter Einführung von [7° |? = 2e1, Af died 
Rauschzahl 3 (minimale Empfangsleistung ausgedriickt in kT pro Hertz} 
Bandbreite, » Boltzmannsche Konstante, T absolute Temperatur) 


N Pe Re nal 
Siete eee cd EZ OR (28) | 


Durch Vergleich mit (27) unter Benützung des Wertes für K wird der durch | 
(26) definierte Âquivalentwiderstand | 


CVS Vo [ai Zy\2/? | | 
Rig V8 do 5 e2 7) » (29) 
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dazu werde die Verstärkung nochmals geschrieben 


20 ie al 


1 
B — 3 oss (Tere %. (23) 


+ os das Klystron ist in (26) der Parallelresonanzwiderstand R, des Eingangs- 
kreises an Stelle von Z, und R,, zu setzen. Dann lautet die Empfindlichkeits- 
gleichung unter Berücksichtigung des induzierten Schroteffektes!) (d.h. mit 
‚Beachtung, daß der Schrotstrom schon am Eingangskreis eine Rauschspannung 
induziert, welcher selbst wieder den totalen Elektronenstrom verschrotet) 


INR, | = | ge gschrot |? : 
und die Rauschzahl 3 wird wieder mit Einführung der Eingangsleistung 


| 

| N Ze 
| De + =, 
| 3 RAT kT 
| 


Rai (30) 


Für die Verstärkung entnimmt man aus derselben Arbeit 


| 
Ls U 
| PB — uw, = ORG, 


Wobei R, der Parallelwiderstand des Ausgangskreises und 
| 
| Pa, uote Ms 1 
| Do As cr a, 


die Steilheit der Verstärkung ist (Laufzeit 7 = l/v9, v, = © À/27x, A, Wellen- 
länge der Dichtewellen). 
Für die Rauschzahl der Triode?) ist dort ebenfalls der Wert 


2e 10 
nn an S?R, 


1) F. Lup1, Helvetica Physica Acta 9, 355 (1946). 

2) Man kann sich fragen, ob bei der Triode durch Influenz am Gitter nicht auch ein induzierter 
Schroteffekt wie beim Klystron und der Travelling-Wave-Tube entsteht. Dazu ist zu bemerken, 
‘wie E. SIGRIST an der Tagung des Schweizerischen Elektrotechnischen Vereins in Baden am 
20. September 1949 hervorgehoben hat, daß sich die unmittelbar folgenden entgegengesetzten 
Influenz-Stromimpulse im Gitterwiderstand, beim Durchtritt eines Elektrons durch das Gitter in 
‚der Wirkung aufheben. 

Man kann dies aus der allgemeinen Theorie des Schroteffektes in der schon zitierten Arbeit 
(Note 1, s. oben) entnehmen. Allerdings ist für diesen Spezialfall wegen eines in der Summation 
nterlaufenen Rechenfehlers diese Konsequenz nicht leicht ersichtlich, da die Fourier- Koeffizienten 
er Influenzstromzerlegung nach Gleichung (9) richtigerweise 


ane 2 éN LE RT,\ sin (m + 1) ak To 
10 COSZUR TAT 


| 
| 

iheißen müssen, wobei (m + 1) die (gerade) Anzahl der alternierenden Stromimpulse ist. Setzt man 
m + 1 = 2 und läßt den zeitlichen Abstand 7, der aufeinanderfolgenden Influenzimpulse gegen 
Null streben, so verschwindet ap. 

Es ist aber zu bemerken, daß die in der erwähnten Arbeit diskutierten Fälle vom erwähnten 


‘Rechenfehler nicht betroffen werden. 


| 
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abgeleitet, wobei S die gewöhnliche Röhrensteilheit und R, der Eingangswider- M 
stand ist. Für die Verstärkung gilt ebenfalls in bekannter Weise 


Dr 


Aus dem Vergleich der drei Verstärkerröhren ist vor allem ersichtlich, daß bei 
der Travelling-Wave-Tube R,, + Z, und deshalb die am Eingang erzeugte _ 
Rauschspannung verschieden von ze Z, ist. Durch die ständige Wechsel- | 
wirkung zwischen Strahl und Helix ist noch die Verstärkung pro Laufwinkel 1 
(w l/v, = tr = 1) mitbestimmend. 


6. Vergleich von Triode, Klystron und Travelling-Wave-Tube 
an Zahlenbeispielen 


a) Triode 
Für die Rauschzahl erhält man mit 
ee, Salma, hi 2.1020, (iz ee 300°K), | 
ride = 1,8 
und für die Verstärkung 
Brriode = 100 . 


b) Kilystron 


Hierfür ergibt sich bei gleichem Strom und gleichem Eingangswiderstand } 
OA Re 2105 
Bxiyaron = 1600 . 
Für die Verstärkung folgt mit 
40 = 10mA, = 2000 V,~—— = 60 
YB = 18% 


Klystron 


c) Travelling-Wave-Tube 


Mit den Werten von KOMPFNER 


ig = 0 ee on 
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und mit & = 10-? wird die Verstärkung nach Gleichung (23) 


| Digs 124 (nach KOMPFNER ® = 2,45) 
und die Rauschzahl nach (28) | 
Srw-r= ll (nach KOMPFNER 3 = 11). 


Der durch Gleichung (26) definierte äquivalente Widerstand wird mit diesen 
(Werten 


Ry = 82,107 0. 


Damit ist gezeigt, daB der induzierte Schroteffekt im Gegensatz zur Triode 
ssowohl beim Klystron als auch bei der Travelling-Wave-Tube auftritt, was 
bei jeder Laufzeitröhre der Fall sein dürfte, und daß dadurch eine Vergrößerung 
der Röhrensteilheit sich nur in einer Vergrößerung der Verstärkung, nicht aber 
auch in einer Verkleinerung der Rauschzahl wie bei der Triode auswirkt; daß 
aber die Travelling-Wave-Tube dem Klystron in dem Sinn überlegen ist, daß 
die Verstärkung bei der ersteren exponentiell von der Röhrenlänge abhängt, 
bedingt durch die kontinuierliche Rückwirkung des Kreises auf den Strahl, 
während beim Klystron diese Abhängigkeit lediglich linear ist. Man beachte, 
klaß bei gleichem Strahlstrom die Rauschzahlen von Klystron und Travelling- 
Wave-Tube fast gleich wären, aber der Verstärkungsfaktor des Klystrons 
würde < 1. 


Summary 


The travelling-wave tube (T. W.T.) is recomputed by means of an equivalent 
circuit giving the characteristic impedance for purposes of comparison with the 
&lystron and the triode. With the klystron and the T.W.T. a shot effect is 
induced in the amplifier input, but not with the triode, so that increasing the 
transconductance of the two former tubes does not result in a reduction of the 
noise figure as with the triode. For the same beam current the noise figure of 
the T.W.T. and the klystron are approximately the same. The T. W.T. is, how- 
2ver, superior to the klystron in that, for the same beam length, the gain is 
greater, due to the fact that it increases exponentially for the former and linearly 
€or the klystron. It is therefore concluded that it should be possible considerably 
to improve the signal-to-noise ratio of the klystron-type of amplifier by suitably 
increasing the beam length (e. g. by magnetic means). An advantage accruing 
would be that the input and output are decoupled; in the case of the T.W.T. this 
keads to oscillation if the helix is not matched so as to avoid reflections. 


ingegangen: 26. 10. 49. 
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Elementare Theorie des langsam schwingenden 


Überschallflügels 


Von ROBERT SAUER, München!) 


1. Einleitung 


Die Ackeretsche Lösung?) des Problems der stationären linearisierten Über- 
schallströmung um den ruhenden schlanken Flügel läßt sich auf ganz elemen- 
tarem Wege auf die nichtstationäre Strömung um den schwingenden Flügel 
übertragen, wenn die Schwingungsfrequenz » hinreichend klein ist, so daß die 
Entwicklungen auch hinsichtlich » linearisiert werden dürfen. 

Die sich hierbei ergebende Druckverteilung am Flügel setzt sich zusammen | 
aus einem von » freien Glied, nämlich der Ackeretschen Druckverteilung am 
ruhenden Flügel, und einem in v linearen Zusatzglied. Dieses Zusatzglied enthält 
einen «quasistationären» Druckanteil, der sich aus der Ackeretschen Strömung 
ergibt, die durch die von der Schwingung am Flügel hervorgerufenen momen- 
tanen Normalgeschwindigkeiten bestimmt ist. Man darf sich jedoch nicht, wie 
dies COLLAR?) irrtümlich versucht hat, auf diesen quasistationären Anteil be- 
schränken, sondern muß noch einen zweiten «nichtstationären» Druckanteil 
hinzunehmen, der durch die vom schwingenden Flügel ausgesandten Druck- 
wellen ausgelöst wird. 

Im folgenden wird diese elementare Theorie des langsam schwingenden 
Flügels entwickelt und der zu den Ackeretschen stationären und quasistatio- 
nären Druckanteilen hinzukommende nichtstationäre Druckanteil berechnet 
und diskutiert. Die gewonnenen Ergebnisse werden verglichen mit der strengen, 
d.h. für beliebige Frequenzen » gültigen komplizierten Theorie, die von 
V. BORBELY?), SCHWARZ?) und HOENL®) und neuerdings von GARRIK und RU- | 
BINOW?), MILES®) usw. in zahlreichen Arbeiten behandelt wurde. 


1) Mathematisches Institut der Technischen Hochschule München, Walther-von-Dyck-Platz 1. 


2) J. ACKERET, Z. Flugtechn. Motorluftsch. 16, 72-74 (1925). 

3) A. R. CorzAr, R. A. E. Rep. no. SME 3278 (1944); vgl. hierzu den berichtigenden Hinweis | 
von W.I. STRANG, Proc. Roy. Soc. [A] 1041, 245-264 (1948). 

4) S. v. BoRBELY, Z. angew. Math. Mech. 22, 190-205 (1942). 

5) L. Schwarz, Vorabdruck aus Jahrbuch Lufo (1943). 

6) H. Horn, ZWB.-Forschungsbericht Nr. 1903 (1944). 

7) J. E. GARRIK und S. J. Rusınow, Techn. Notes N. A.C. A. no. 1383 (1947). 

8) J. W. Mixes, J. Aeron. Sci. 14/6, 351-358 (1947), und 15/6, 343-346 (1948); ferner J. Acoust. | 
Soc. Am. 20/3, 314-323 (1948). 
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2. Geschwindigkeitspotential 


| Das Flügelprofil sei zur Zeit £ = 0 gegeben durch y -- (x), wobei die Pro- 
filsehne AB (0 S x SJ) in der x-Achse liegen soll. Wir können die Betrach- 

| tung im folgenden auf die obere Halbebene x > 0 beschranken, da bei Uber- 

schallgeschwindigkeit zwischen Ober- und Unterseite keine Wechselwirkung 
besteht. 

| Die Flügelschwingung erfolge um einen Punkt R(x = 7) der Profilsehne 

| (Fig. 1) und sei gegeben durch den Realteil von 


Oey lec) Bie (ee emt, oo und reel. (1) 


Fig. 1. Erlauterung der Bezeichnungen. 


Die Anströmung erfolge unter dem kleinen Anstellwinkel 8 gegen die x-Achse 
mit der Mach-Zahl M = u,,/a,, > 1. Der Anstellwinkel gegen die Profilsehne 
ist dann zur Zeit ¢ = 0 gleich ß und zur beliebigen Zeit ¢ gleich $ + e(t). Für die 
Änderungsgeschwindigkeit des Anstellwinkels erhält man 


ef) = ivEe "= v(e,— te, e', RleO)] = ve, =. (2) 
Zu einer beliebigen Zeit ¢ hat das Profil die Gleichung 
y = nlx, t) = nl) - (ne), 
woraus sich für die y-Komponente der Strömungsgeschwindigkeit am Flügel 
v(x, t) = u, [6(x) — e] — Eu, ee" —ivE(x—71) e'” (3) 


ergibt. ö(x) = »’(x) ist der Neigungswinkel der Profiltangenten gegen die 


_ Profilsehne. ape | 
Das Geschwindigkeitspotential ®(x, v,{) genügt im Gültigkeitsbereich der 


linearen Theorie der Wellengleichung 


(uz, — a?) Di, a, D,,y + @,,+24,, DI: (4) 
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Im Bereich x — y ctga < 0 (Mach-Winkel « = arc sin 1/M) stromaufwärts 
der von A ausgehenden Mach-Linie (Fig. 1) ist die Strömung ungestört und hat 
das Potential ®,, = us (x + B y). In dem stromabwärts sich anschließenden 
Bereich x — y ctga > 0 ist das Potential (x, y, 4) durch die Randbedingun- 
gen: 

D— Dex, y) langs x=ycteas 0, (5a) 


D, = 0x, 9} 7). für y= 10 (5b) 


festgelegt. Die zweite Randbedingung müßte eigentlich längs des Profils vor- 
geschrieben werden, in der linearen Theorie der zweidimensionalen Strömung 
dürfen wir jedoch das Profil durch die x-Achse ersetzen. 

Wir zerlegen das gesuchte Potential D{x, y, £) durch den Ansatz 


D = @,,,(x, y) + e”" F(x, y, ») 
in den wohlbekannten stationären Anteil 
Dunl% V) = Upg(% + By) + px, y) 


für die Strömung um den ruhenden Flügel und das durch die Flügelschwingung 
hinzukommende Störglied e'”' W{x, y, v). Unter der Annahme einer hinrei- 
chend kleinen Schwingungsfrequenz », d.h. für » //u, <1 (Profillänge / klein 
gegen Schwingungslange #,./v), entwickeln wir W(x, y, ») nach Potenzen von 
v und brechen diese Entwicklung mit dem in » linearen Glied ab, also 


V(x, y,t, P= y(x, y) + v p(x, y), 
und 


D = [u,.(% + B y) + pl y] + ef” [x(x y) + » v(x, y]. (6) 


Mit diesem Ansatz kann man bei Vernachlässigung zweiter und höherer Po- 
tenzen von » sowohl die Potentialgleichung (4) als auch die Randbedingungen 
erfüllen : 

Aus der Potentialgleichung (4) ergeben sich für y, x und y die Differential- 
gleichungen 


(U = a2.) Pea — a, Puy = 0, 
(ga do Huy = 0, 
(u — a2) Pan — 4, Yan = — ZU Xn + 


Sie liefern mit Rücksicht auf die Randbedingung (5a) als allgemeine Lösung 


p=H), x=el), vr — I ge) (7) 


As COSK 
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‘mit z = x — yctga und den für z = 0 verschwindenden, sonst aber willkür- 
‚lichen zweimal differenzierbaren Funktionen f(z), g(z), A(z). Aus der Rand- 
bedingung (5b) erhält man durch Einsetzen der Gleichungen (3) und (7) nach 
kurzer Rechnung 


Bus ctga f(x) = Ugo [0(%) — eo] , 
cign p(s) =a, E, 


LCT mee oe 


Ago COS 


ctga h’(x) + —- 


und hieraus schlieBlich 
f(z) = un tga [(B + &) z — n(z)] , 
ek) =u te nde, 


> 
= 
x 
Rae 
|| 


—itga Ez (r+ tga) 


D(x, y,t) = ag (x+ By) + u,, tga [(B + &) 2 — n(z (21 } 
Leu, ztga (es tie) vei” (e, — ie) ztga alr + > tg? eee ). (8) 


sina Cosa 


3. Druckverteilung am Fliigel 


Das Potential Gleichung (8) liefert mit 


DIEU d 
ESD? =D; Bo Pee. (® — tay 2) = th un — D,) — D, 
die Komponenten «, v der Strömungsgeschwindigkeit und den Druck p — Pa, 


nämlich 


U— U = Un, tga [B + & — 5(z)] — eu. tga (& + 1 &) 
= pe de, theo), 129. (7 + ztg?a + ——— '" 


sing COSA 
U = Uy, tga [5(z) — 60] + 6°" (E> + 4 €) 
+ vei" (er — ie) (r re ), 


sına& COS&@ 


LS _ 2 tga[5(2) — B + eq) + 2e" tga (eo + ie) 


2 ivt A y 
>, Fe tga (€& — 2 9) (: (1 — tg?a) —7 el 


Für ¢ = 0 ist ß der momentane Anstellwinkel und w = &(0) er die mo- 
mentane Winkelgeschwindigkeit der Flügelschwingung. Hiermit erhält man, 
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wenn außerdem y — 0 gesetzt wird, für den Druck am Flügel 


PETER 2 tga [ö(2) — Bl + 2 tga < (r — x) + 2 tga? — HE (9) 


Das erste Glied stellt den «stationären Druckanteil» dar, der sich nach 
ACKERET aus der stationären Strömung um den ruhenden, unter dem Winkel B 
angestellten Flügel ergibt. Auch der durch das zweite Glied gegebene «quasi- 
stationäre» Druckanteil kann aus einer stationären Strômung nach ACKERET 
berechnet werden, nämlich aus der stationären Strömung, bei der die Normal- 
komponente v der Strömungsgeschwindigkeit am Flügel gleich der von der 
Schwingung erzeugten lokalen Fliigelgeschwindigkeit w (r — x) ist. Das dritte 
Glied dagegen läßt sich nicht aus einer stationären Strömung herleiten, sondern 
stellt den im eigentlichen Sinn «nichtstationären» Druckanteil dar, der durch 
die vom schwingenden Flügel ausgesandten Druckwellen hervorgebracht wird. 

Die Profilform, gekennzeichnet durch ö(x) = n’(x), geht nur in den statio- 
nären Druckanteil ein. Der quasistationäre und der nichtstationäre Druckanteil 
hängen nur von der Lage x = 7 der Schwingungsachse und der momentanen 
Winkelgeschwindigkeit @ der Schwingung ab. 

Das Verhältnis des nichtstationären Druckanteils zum quasistationären 
Druckanteil 


de (x/r) tg? « 
UE Dinstat: Dao = St (ain , (7 = 0) 


strebt gegen Null in der Umgebung der Vorderkante (x > 0) und außerdem bei 
extrem hohen Mach-Zahlen (M + ©, « + 0). Nur in diesen Fällen ist es zu- 
lässig, den nichtstationären Druckanteil zu vernachlässigen, wie dies COLLAR 
(l.c.) getan hat. 


4. Vergleich mit der strengen Theorie von Schwarz 


Die von v. BORBELY (l.c.), SCHWARZ (l.c.) und anderen entwickelten nicht- 
elementaren Theorien des schwingenden Flügels mit beliebiger Frequenz » sind 
untereinander gleichwertig. Wir können uns daher darauf beschränken, die 
Ergebnisse unserer elementaren Näherungstheorie mit den Ergebnissen von 
SCHWARZ zu vergleichen: 

An Stelle unserer Gleichung (9) findet SCHWARZ für den dem stationären 
Druckanteil zu überlagernden Zusatzdruck 


2 le u [ie N) K (sina, EG) as, 


0 


D — Peo 


Oo Un tg & 
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Dabei ist 
vl 
Ugg COS? a 


u = ä Ut 2) =—E [u,, Liv (x — 7] 


‚und 
IG th =o a” [to Dole, t) + Jo, t)] , 


Jo. Jı = Bessel-Funktionen. 
Bei Linearisierung hinsichtlich u kommt 


Jo (sina ee >E 140-3 


: SE 1 ; ais 
A (sin 2 ee using : 7 +, 


| K (sina, ‚ea — j sin?a e Tr (1 +...) 


| und hiermit 
| x 


| a 
= AP = Po 7 OT Re A —1u(x—E£)/1 
| Aves œ(r— x) — 1 7 Sin a | v(E, t) e dé 
| 0 


=o (r— x) +i = sinte Eu,x, 


PE Pas 


ae ee 


im Einklang mit unserer Gleichung (9). Damit ist gezeigt, daB die strengere, 
nichtelementare Theorie sich auf unsere Näherungstheorie für den langsam 
_schwingenden Flügel reduziert, wenn wir uns auf die hinsichtlich der Frequenz 
linearen Glieder beschränken. 


Summary 


An elementary method is developed for the linearized supersonic flow around 
an oscillating wing. The frequency » is supposed to be small in comparison to 
Uco/l (Uco = velocity of indisturbed flow, / = length of profil). The powers of » 
higher than one are neglected. In this approximation, the ACKERET pressure 
distribution of steady flow is superposed by a quasisteady term corresponding 
to the normal velocities of the oscillating wing and by a nonsteady term cor- 
responding to pressure waves issuing from the wing. The same method is applic- 
able to pendulating bodies of revolution. 


Eingegangen: 22. 11. 49. 
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Die Grundlagen der mathematischen Plastizitätstheorie 
und der Versuch') 


Von Fritz Stüssı, ETH., Zürich 


1. Die grundlegenden Voraussetzungen der Plastizitatstheorie 


Die mathematische Plastizitätstheorie ist in verschiedenen Formen und 
Varianten formuliert worden; es ist das Verdienst von W. PRAGER, die neueren 
Theorien in einem systematischen Überblick miteinander verglichen und so den 
heutigen Stand dieses Wissenszweiges umschrieben zu haben?). 

Es ist üblich, bei der Betrachtung von Verformungsvorgängen im plasti- 
schen Bereich die Formänderungen in ihre elastischen und plastischen Anteile 
aufzuspalten. Wenn wir uns auf statische Verhältnisse beschränken und damit 
die den Einfluß der Zeit betreffenden Voraussetzungen eliminieren, so beruhen 
alle bisher bekannten Plastizitätstheorien auf zwei grundlegenden Vorausset- 
zungen; für die plastischen Formänderungsanteile wird nämlich 

a) konstant bleibendes Volumen und 

b) isotropes bzw. quasiisotropes Verhalten des Materials 
vorausgesetzt. 

Die erste dieser beiden Voraussetzungen führt für die Poissonsche Quer- 
dehnungszahl #,, bei (klein angenommenen) plastischen Formänderungsan- 
teilen auf den Wert m,, = 2; setzen wir nämlich für einachsigen Zug o, die ent- 
sprechende spezifische Volumenänderung AV gleich Null, 


r nf! ZE 
AV = 2, 6, he, =, (1 : an) = 0, 
so wird 


Mo = #2 . (1) 


1) Vortrag vom 22. März 1950 vor der Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales 
in Madrid. : 

2) W. PRAGER, The stress-strain laws of the mathematical theory of plasticity—a survey of recent 
progress, J. appl. Mech. 15, 226 (1948). 
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Um den Zusammenhang mit der zweiten Voraussetzung zu illustrieren, sei 
‚auf folgende Überlegungen hingewiesen}). 
Einen allgemeinen Spannungszustand 


Ox Toy Te z 
Tye Oy Ty 2 
| Tea Try ©} 


‚können wir aufspalten in einen hydrostatischen Spannungszustand o,,, 
1 
Fos: (G2 + oy + 2) ’ 


‚der allein eine Volumenänderung verursacht, und den Spannungsdeviator 


| = 

I: Tye Oy Tyz | (2) 
| 

! = 

| | Tz FA T, y Oz 

‚wobei 

| = i 


Die elastischen Formänderungsanteile &,, infolge des Spannungsdeviators be- 


"tragen 
5 > sr. DENT 1 Gy =P Gs = = 
Een E (5. m )- 3E (2 Oa OG Dr m 
ss tou FL ze =): 
ÉD 3 Ty): 
mit 
d ibe Wik Se) 
aie RC CET. 
ist somit u 
à 5, ung, ud 3 
47 Ge? mare a CE (3) 
Da ferner 
1 Toy 1 Tyz 1 27 


2 Vauy  2G 2 vig 9G? DE 


1) P.P.BıJLAARD, Theory and tests on the plastic stability of plates and shells, Institute of Aero- 
| mautical Sciences (New York 1949). 
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sind offensichtlich die Komponenten des elastischen Verformungsdeviators 


_- 1 il 
fa, 2 Yeu, 7 Very 

1 = 1 

B Vue) Evy > Vu Zel (4) 

il 1 - 


2 Very 2 Ya Pay 


proportional zu den Komponenten des Spannungsdeviators. 

Nimmt man nun isotropes bzw. quasiisotropes Materialverhalten für die 
plastischen Formänderungsanteile an, so gilt diese Proportionalität zwischen 
den Komponenten des Spannungsdeviators und des Verformungsdeviators auch 
für diese. Bei Volumenkonstanz ist hier aber der Verformungsdeviator iden- 
tisch mit dem totalen Formänderungszustand, so daß folgt 


On Cy Oz 
Ep = sr Se at EURE - 
“pl 2 Go : "pi 2 Gi ‘ “nl 2 Gi ; 
: ee ee 2 pe ae ! Vp = 
Di Opt hl VC dc TORE | 


Der plastische Schubmodul G,, ist dabei allerdings mit der Spannung veran- 
derlich; mit m,, = 2 ist sein Wert 


Das sind die wesentlichen Grundlagen, auf denen insbesondere P. P. BIJLAARD!) 
seine Theorie des plastischen Ausbeulens aufgestellt hat. Ich habe diese Theorie 
noch vor kurzer Zeit als gesichert angesehen?) ; erst in den letzten Monaten sind 
mir auf Grund verfeinerter Versuchsbeobachtungen einige Zweifel an der Rich- 
tigkeit dieser Beultheorie und damit an den bisherigen Grundlagen der Plasti- 
zitätstheorie überhaupt aufgestiegen. Diese Zweifel veranlaßten mich zur 
Durchführung einiger besonderer Versuche mit dem Zweck, diese Grundlagen 
zu überprüfen. Dabei ging ich, entsprechend meinen gegenwärtigen besonderen 
Interessen, von der besonderen Problemstellung des plastischen Ausbeulens aus. 


1) P.P. BijLaARD, Theory of the plastic stability of thin plates, Abh. int. Ver. Brücken- u. Hoch- 
bau 6 (1940/41); Some contributions to the theory of elastic and plastic stability, Abh. int. Ver. Brük- 
ken- u. Hochbau 8 (1947); Theory and tests on the plastic stability of plates and shells, Institute of 
Aeronautical Sciences (New York 1049). 

?) P.P. BiJLAARD, C.F. KoLLBRUNNER und F, Srusst, Theorie und Versuche über das plastische 
Ausbeulen von Rechteckplatten unter gleichmäßig verteiltem Längsdruck, 3. Kongreß der int. Ver. 
Brücken- u. Hochbau (Lüttich 1948). Vorbericht. 
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‚Nachstehend soll zunächst diese Problemstellung skizziert werden, worauf die 
[Ergebnisse unserer neuen Versuche und die daraus zu ziehenden Schlußfolge- 
rungen dargestellt werden. 


2. Die Problemstellung beim plastischen Ausbeulen 


Wenn eine dünne rechteckige Platte beispielsweise durch einen einachsigen 
(Grundspannungszustand o,, bis zur Beulgrenze beansprucht wird, so über- 
lagern sich beim Ausbeulen diesem Grundspannungszustand o,, sowohl Bie- 
gungsspannungen o, und o, wie Schubspannungen 7,, von über die Platten- 
‚stärke h linear veränderlicher Größe. Diese lineare Veränderlichkeit gilt nicht 
nur im elastischen Beulbereich, sondern sie darf nach den Untersuchungen von 
P.P.BiJLAARD!) und F. R. SHANLEY?) auch für den plastischen Beulbereich an- 
genommen werden, da auf der Biegungszugseite eine Spannungsabnahme prak- 
tisch kaum vorkommen kann. Damit ergeben sich für den zusätzlichen Span- 
nungszustand die Momente 


| 


| 
a Meo 0. Vea W 6,,, May Mi: Te. 


‚wenn wir mit W das Widerstandsmoment eines Plattenelementes, 


| Wesel 


o 


bezeichnen. 
Betrachten wir den Gleichgewichtszustand zwischen den beim Ausbeulen 
auftretenden Ablenkungsbelastungen D, 


i) 
p= — Cox } 42? 


mit den inneren Kräften der ausgebeulten Platte, so liefert uns die Plattentheo- 


rie die Gleichung 
0° oy Wiens 020, 070,5 
Wes ey = yt) + Co À Ox? aie (5) 


‘Andrerseits stehen uns die Formänderungsgleichungen zur Verfügung, die, 
analog zu den Spannungen o,, Gy, Ty auf die Plattenoberflächen bezogen, 
lauten 

i Oe Ie 020) h 0?w 

2 (6) 


er "9x: ? ge? PET Ox Oy ~ 


Die Gleichungen (6) erlauben uns jedoch erst dann, die Unbekannten o,, oy, 
y aus der Gleichung (5) zu eliminieren, wenn wir die Zusammenhänge zwi- 

chen Spannungen und Formänderungen kennen. 
1) P.P.BıJLAArD, Theory and tests on the plastic stability of plates and shells, Institute of Aero- 


inautical Sciences (New York 1949). 
2) F.R.Suantey, Inelastic column theory, J. aeron. Sci. 14, Nr. 5 (1947). 
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Im elastischen Bereich sind diese Zusammenhänge durch das Hookesche | 
Gesetz gegeben, das wir hier in der Formulierung des ebenen Spannungszustan- , 
des benötigen: 


il 

Ex =F (Gx — Oy), 
il 

fy =F (Oy — 40%), (7) 
Ty 2 (1 + p) 

Yo == E ~ Try + 


Die Auflösung dieser Gleichungen nach den Spannungen, 
1 
GE 0% (Eq + Hey), 


E 
HT ge vt Mee), (8) | 
E 
Pre ap 


erlaubt uns die Vereinigung der Gleichungen (5) und (6) zur Differentialglei- | 
chung der elastischen Beulung gedrückter Platten: 


Toy = 


04*w 04w 04w 
N (aa Lars apt) + eek ax = 0. (9) | 


Dabei bedeutet N die Plattensteifigkeit, 


Ete: hs 


N= 2 (= 1) 


Für die Untersuchung des plastischen Beulbereiches, bei dem sich also der Span- 
nungszustand o,, 0,, Try einem oberhalb der Proportionalitatsgrenze liegenden 
Grundspannungszustand oy, überlagert, benötigen wir die der Gleichung (7) 
entsprechenden Zusammenhänge, die uns die im nächsten Abschnitt zu be- 
schreibenden Versuche, allerdings unter Beschränkung auf gleichmäßig ver- 
teilten Druck o,,, liefern sollen. Dabei ist grundsätzlich zu beachten, daß die — 
Spannungen o,, d,, T,, beim für die Bestimmung des kritischen Spannungszu- 

standes maßgebenden Beginn des Ausbeulens kleine Größen sind. | 


3. Die Versuche und ihre Ergebnisse 


Der Zweck der zu beschreibenden Versuche!) bestand darin, erstens die 
Größe der Querdehnungszahl für plastische Formänderungsanteile und zwei- 


1) Die Versuche wurden von Dipl.-Ing. M.Warr in meiner Abteilung des Instituts für Bau- | 
statik an der ETH. im Januar und Februar 1950 durchgeführt. Herr Wazr hat auch die Versuchs- | 
einrichtung projektiert und mit Mechaniker E. PETER ausgeführt. Die Versuchsdurchführung war 
möglich dank eines Forschungskredites aus Arbeitsbeschaffungsmitteln der Schweizerischen Eid- ! 
genossenschaft. 


_ 
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tens den Zusammenhang zwischen Spannungen und Formänderungen für 
‚einen Spannungszustand o,, ,, T,,, der einem im plastischen Bereich liegenden 
| Grundspannungszustand Cox überlagert wird, zu bestimmen. Dabei sollten die 
Spannungen 6,, Oy, Try gerade so groß gehalten werden, daß die zugehörigen 
Formänderungen noch zuverlässig gemessen werden konnten. 

Für die Verwirklichung dieses Programms eignen sich wohl Versuche an 
‚Hohlzylindern am besten. Durch Innendruck #,; wird zunächst eine Ringspan- 

inung 9, erzeugt; durch gleichzeitige Belastung in Längsrichtung mit einer 
‚Kraft P,—F,p, wird die Längsspannung oy, kompensiert und so ein reiner 
D pomme na erreicht. Durch entsprechende Anderung des Innen- 
(druckes p; und der Belastung P, können diesem Grundspannungszustand oo, 
‚die (kleinen) Normalspannungen o, und o, und durch Aufbringen eines Tor- 
‘sionsmomentes auch Schubspannungen 7,, überlagert werden. Als Versuchs- 
|körper wurden Hohlzylinder aus der Aluminiumlegierung «Avional M — weich» 
‚der Aluminiumindustrie AG. Lausanne verwendet; sie wurden durch Abdrehen 
‚aus Rohren hergestellt, wobei für den fertigen Versuchskörper ein Innendurch- 
messer von 5,0 cm und eine Wandstärke von 1,5 mm bei 25 cm Länge gewählt 
\wurden. Der Innendruck wurde durch eingepreßtes Öl aufgebracht, während 
‚die Belastung P, durch eine Hebelmaschine, das Torsionsmoment dagegen 
‚durch aufgehängte Gewichte erzeugt wurde. 
_ Die Formänderungen wurden als Unterschiede der Verschiebungen je zweier 
Punkte auf optischem Wege gemessen, wobei die Dehnungen e, aus der Änderung 
des Rohrdurchmessers, die Dehnungen eg, aus den Längenänderungen einer 
vertikalen MeBstrecke des Zylindermantels und die Schubwinkel y,, aus dem 
Unterschied der Verdrehungswinkel von zwei Querschnitten bestimmt wurden. 
Die Verschiebungen wurden mit Hilfe von Spiegeln gemessen; jede Verschie- 
bung eines Punktes wurde durch einen feinen Stahldraht auf eine kleine Rolle 
übertragen, die auf der gleichen Achse wie der Spiegel befestigt war; durch 
die Drehung des Spiegels wurde ein Lichtstrahl abgelenkt und auf lichtemp- 
findliches Papier projiziert. Durch geeignete Anordnung wurden die Licht- 
trahlen zusammengehöriger Punkte derart kombiniert, daß ihre Abstandsän- 
‚derung im Bild direkt der gesuchten relativen Verschiebung entsprach, was die 
‚Auswertung wesentlich erleichterte. Alle Verschiebungen wurden gleichzeitig, 
verteilt auf vier Bildschirme, aufgezeichnet. Dabei mußten die Versuche in 
Dunkelheit ausgeführt werden; die entwickelten und fixierten Meßbilder wur- 
den nach dem eigentlichen Versuch ausgewertet, wobei die Auswertgenauigkeit 
der 600- bzw. 1000fach vergrößerten Verschiebungen rund 0,1 mm betrug. 

Fig. 1 zeigt einen Versuchskörper; an den Meßpunkten sind kleine Messing- 
üösen zur Befestigung der Übertragungsdrähte aufgeklebt. In Fig. 2 ist die An- 
ordnung der Versuchseinrichtung im Aufriß und Grundriß schematisch darge- 
stellt, während die Figuren 3 und 4 die Versuchseinrichtung im Lichtbild zeigen. 
"Auf die verschiedenen mechanischen Probleme (Dichtung der Versuchskörper, 
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Genauigkeit der Krafteinleitung bzw. Druckmes- 
sung, Konstanthalten des Innendruckes, Konstant- 
halten der Temperatur während der Versuchsdurch- 
führung, Einstellung der Spiegel, günstigste An- 
spannung der Übertragungsdrähte usw.), die zur 
Erzielung der gewünschten hohen Genauigkeit der 
Messung gelöst werden mußten, kann hier nicht 
weiter eingetreten werden. Vor den eigentlichen 
Versuchen wurde das einwandfreie und genaue 
Spielen aller Belastungs- und Meßeinrichtungen 
durch Versuche an einem Versuchskörper mit hoch 
liegender Proportionalitätsgrenze eingehend über- 
prüft. 


Versuchsergebnisse 


Fig.5 zeigt als ein erstes Versuchsergebnis die 
beiden Spannungs-Dehnungs-Diagramme eg, und e&, 
unter Innendruck , mit aufgehobenem Längszug, 
d.h. unter reiner Ringspannung o,. Zum Vergleich 
ist auch die nach der Plastizitätstheorie berechnete 


Fig. 2 
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Querdehnung 
; rel Expl 
Eyypeor m 2 


gestrichelt eingetragen. Der ziemlich große Unterschied dieser Werte gegenüber 
den gemessenen Querdehnungen e, zeigt, daß die Querdehnungszahl #,, für die 
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Fig. 5 


plastischen Formänderungsanteile nicht 2,0 und daB somit das Volumen fiir 
die plastischen Formänderungsanteile nicht konstant ist. Das gleiche Ergebnis 
haben wir an verschiedenen Versuchen, sowohl mit Hohlzylindern, auch unter 
Längsdruck, als auch an gedrückten Platten feststellen können. 

Die erste grundlegende Voraussetzung der Plastizitälstheorie steht somit im 
Widerspruch zur Wirklichkeit. 

Fig. 6 zeigt das Ergebnis von Versuchen, bei denen verschiedenen Laststufen 
des reinen Ringspannungszustandes oy, Vertikalspannungen o, überlagert wur- 
den. Das Ergebnis ist eindeutig: Die Dehnungen e, und e, infolge o, sind auch 
im plastischen Bereich unabhängig von der Höhe der Grundspannung o,, und 
folgen dem Elastizitätsmodul und der Querdehnungszahl des Materials: 


während die Dehnungen infolge einer Zusatzspannung 6, den Spannungs- 
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‚ Dehnungs-Diagramnen e, und e, folgen. Von einer Isotropie oder Quasiisotropie 
(des Materials bei plastischen Formänderungen kann somit keine Rede sein; das 
‚Verhalten ist vielmehr eindeutig anisotrop. Damit wird auch die zweite grund- 
ilegende Voraussetzung der Plastizitätstheorie hinfällig. 

Bei weiteren Versuchen wurden dem Grundspannungszustand oy, Schub- 
‘spannungen Ty, hervorgerufen durch Torsion, überlagert. Die Ergebnisse sind 
iin Fig. 7 aufgetragen; sie entsprechen grundsätzlich denen der in Fig. 6 darge- 
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stellten Überlagerung von Spannungen o,. Auch die Schubwinkel y,, sind un- 
abhängig von den plastischen Formänderungen infolge o,,, auch sie sind gleich 
wie im elastischen Bereich 


Da mich dieses Ergebnis zunächst selbst überraschte, ließ ich eine weitere Ver- 
suchsreihe durchführen, bei der einem Schubspannungszustand mit plastischen 


6, at/cm° G em? 
on, mane! 
EU MO, 5,0 01-028 


10 


Fig. 8 


Formänderungen Spannungen 6, und o, überlagert wurden. Die in Fig. 8 aufge- 
tragenen Ergebnisse entsprechen wieder eindeutig den Ergebnissen der Figuren 
6 und 7, die damit gesichert erscheinen. 


4. Schlußfolgerungen 


Unsere Versuche führen, zunächst wenigstens für das untersuchte Material 
«Avional M — weich», zum Schluß, daß die Grundlagen der heutigen Plastizi- 
tätstheorien und damit diese selbst unrichtig sind. Es wird notwendig sein, 
unsere Versuche auch auf andere Materialien auszudehnen. 

Für das Problem des plastischen Ausbeulens von gedrückten dünnen Platten | 
aus dem untersuchten Material erlauben unsere Ergebnisse die Lösung zu fin- 
den, sobald für den Grundspannungszustand oy, die Spannungs-Dehnungs- 
Diagramme bekannt sind. Fig. 9 zeigt diese Diagramme als Mittelwerte, auf- 
genommen an zwei Platten von b — 12 cm Breite und a= 48cm Höhe bei 
h = 6 mm Stärke, von denen die eine an den Längsrändern gelenkig gelagert, 
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die andere eingespannt war. Keine der beiden Platten zeigte ein Ausbeulen, 
‘sondern der Versuch mußte bei 6,, ~ 1,50 t/cm? abgebrochen werden, weil sich 
bei den Lastübertragungsplatten am obern Plattenrand örtliche Materialzer- 
störung durch Ausquetschen zeigte. 


6, A t/cm° 


le >= 
55:07 D 10 15-10" 
Fig. 9 


Bezeichnen wir im plastischen Bereich die Neigungstangente der e,-Kurve 
mit 7, die der e,-Kurve mit ©, so ergeben sich fiir den überlagerten Spannungs- 
zustand 6,, Oy, T,, die zugehörigen Formänderungen zu 
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Damit ist (für den Fall des gleichmäßig verteilten Längsdruckes o,,) die Ver- 
einigung der Gleichungen (5) und (6) auch im plastischen Bereich möglich, und 
wir erhalten mit den Abkürzungen 


ie t(1 — u?) 


1— u? 
He Cy vr met < ea 
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die der Gleichung (9) entsprechende Grundgleichung des plastischen Ausbeu- 
lens für o,, = const zu 
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Fig. 10 


Aus den Spannungs-Dehnungs-Diagrammen der Fig. 9 habe ich die Beulspan- 
nungslinie o,, für den Fall gelenkig gelagerter Längsränder nach dieser Glei- 
chung (12) sowie nach der Theorie von P. P. BIJLAARD!) berechnet und in Fig. 10, 
bezogen auf den ideellen Schlankheitsgrad 1, 


A= | EZ ; 
CRT ey 
aufgetragen. Der untersuchten Platte entspricht eine Schlankheit À von 


À = 32,8; nach der Theorie von P.P.BijLaarD hätte sie bei o,, = 1,20 t/cm? 


1) P.P.BiJLAARD, Theory and tests on the plastic stability of plates and shells, Institute of Acro- 
nautical Sciences (New York 1949). 
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usbeulen müssen. Da die Belastung aber ohne Ausbeulen bis über 1,50 t/cm2 
gesteigert werden konnte, spricht dieser Beulversuch deutlich gegen die Rich- 
tigkeit der Plastizitätstheorie auf ihren bisherigen Grundlagen und bildet eine 
weitere Stützung unserer Versuchsergebnisse und ihrer Anwendung. Wir sind 
allerdings heute noch nicht so weit, daB wir das Problem des plastischen Aus- 
beulens allgemein und abschlieBend beurteilen kénnen; dafiir werden noch 
‚umfangreiche weitere Untersuchungen notwendig sein. 

‚ Im Gebiete der technischen Wissenschaften ist eine Theorie nur dann 
‚brauchbar, wenn sie mit der Wirklichkeit übereinstimmt. Unsere Versuche, 
die allerdings noch mit anderen Materialien weitergeführt werden müssen, 
haben die Ungültigkeit der bisherigen Grundlagen der mathematischen Plasti- 
‚zitätstheorien nachgewiesen. Diese sind deshalb zu ersetzen, und zwar durch 
‚Zusammenhänge, die wir bei der Natur selber erfragen müssen. 

| 
~ It is incumbent on the mathematical theory of plasticity to furnish us with 
‘correlations between any condition of stress and the deformations resulting 
‘therefrom. It is customary to separate the deformations into elastic and plastic 
xomponents. The elastic components obey Hoke’s law whereas for the plastic 
‚components normally the following two premises are admitted, viz.:— 

(a) constant volume 

(b) isotropic or quasi-isotropic behaviour of the material. 

The first premise yields the value m,, = 2 for Poısson’s coefficient of lateral 
expansion. A special case of application is the buckling of thin plates in the 
plastic range. In this case the correlations are, in particular, of such kind that 
the additional stresses o,, 6,, T,, (plane stress condition) which arise during 
buckling are superimposed on a fundamental stress condition 64. 

Certain doubts concerning the correctness of the current theory of plasticity 
provided the inducement for carrying out tests on thin-walled, hollow cylinders 
made of Avional and subjected to internal pressure with simultaneous compens- 
ation of the tractive force in the longitudinal axial direction of the cylinder by 
external loading. On the pure annular tension o,,, the additional stress condition 
was superimposed by variation of the internal pressure, variation of the axial 
load, or by applying torque. 

These tests yielded the following results: It has been clearly ascertained that 
the coefficient of lateral expansion for the plastic deformation components is not 2; 
therefore the hypothesis of constant volume during the plastic deformations is 
incompatible with the behaviour of the material examined. 

If we superimpose on a fundamental stress condition o 9, additional normal 
stresses 6, OT additional shearing stresses T,,,, the relations of HOoKE’s law will 
be valid in respect of all additional deformations provoked thereby. Considering, 
however, that on the other hand the deformations for an additional stress o, 
follow the stress-strain diagrams e, and ¢,, the behaviour of the material is not 
isotropic or quasi-isotropic, but decidedly anisotropic. Thus, the second hypo- 
thesis of the theory of plasticity is likewise not borne out by the facts. 


Summary 


Eingegangen: 25. 2. 50. 
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Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


Antimon-Lithium-Photokathode 


Von N. ScHAETTI und W. BAUMGARTNER, Zürich!) 


Nach Überwindung der Schwierigkeiten bei der Darstellung des reinen 
Lithiums und seiner Einführung in die Photozelle ist die Herstellung von Anti- 
mon-Lithium-Photokathoden guter Empfindlichkeit gelungen. 

Die folgende Tabelle gibt die allgemeinen Daten dieser Kathode und zum 
Vergleich diejenigen der Antimon-Caesium-« Legierungskathode» wieder?). 


L d Tes Mittlere 
Bae impfindlichkeit 
Schicht Empfindlichkeits- langwelligen Fe nes po 
; s (A) Grenze (A) uA/Lumen W-Lampe 
maximums ( T = 2360° K 
Sb-Cs 4500 7000 40-100 
Sb-Li < 3660 5700 6 


In Fig. 1 ist der Verlauf der spektralen Empfindlichkeitskurve einer Sb-Li- 
Empf 


Kathode von 6 „A/Lumen Empfindlichkeit 

wiedergegeben. Zum Vergleich ist der Verlauf 
ohne Glas der Kurve fiir eine Sb-Cs-Kathode von 
rit Glas 30 „A/Lumen Empfindlichkeit ebenfalls in der 
Figur eingezeichnet. 

Die Kurven zeigen, daB die Sb-Li-Zelle bei 
einer Lichtwellenlange 1 = 4300 A die gleiche 
Empfindlichkeit aufweist wie die Sb-Cs-Photo- 
kathode. Für À = 3660 À entspricht ihre Aus- 
beute derjenigen einer Sb-Cs-Kathode von 
45 wA/Lumen Empfindlichkeit. Die Verschie- 
bung der Grenzwellenlange gegen kleinere 
Lichtwellenlängen verkleinert die thermische 
Emission der Kathode. Wegen ihrer hohen 
Empfindlichkeit ist die Zelle für Arbeiten im | 
langwelligen Ultravioletten gut geeignet, wenn 4 
eine kleine thermische Emission verlangt wird. 
Ihre Anwendung ist daher in Sekundärelek- 

400 S000 60 700 tronenvervielfachern für Flying-spot-Filmab- 

Fou tastung und in solchen für Szintillationszähler 
2 vorgesehen. In beiden Fällen wird im Licht- 
wellenbereich von 3600—4500 À gearbeitet. Die Herstellung von Sekundärelek- 
tronenvervielfachern mit Sb-Li-Kathoden ist in Vorbereitung. 
(Eingegangen: 29. 4. 50.) 


1) Abteilung für industrielle Forschung des Institutes für technische Physik der ETH. 
) Vgl. N. Scnagrrr, Photozellen mit Sekundärelektronenvervielfachern, Helv. Phys. Acta, 23, 
1 


2 
108 (1950). 
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Tagung der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik 


Unter der Leitung von Prof. GRAMMEL fand in Darmstadt die Jahrestagung 
der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik und Mechanik (GaMM) statt. In 
der Hauptversammlung wurde der Zusammenschluß der bisher noch zonal ge- 
teilten Gesellschaft vollzogen und Prof. Grammer (Stuttgart) zum Vorsitzenden, 
Prof. WALTHER (Darmstadt) zu seinem Stellvertreter gewählt. Der langjährige 
‘Vorsitzende, Prof. PRANDTL (Göttingen), der seines hohen Alters wegen eine Wie- 
derwahl ablehnte, wurde wegen seiner großen Verdienste zum Ehrenvorsitzenden 
‚auf Lebenszeit ernannt. 

Wirtschaftliche Gesichtspunkte drängten das reichhaltige wissenschaftliche 
Programm auf 3 Tage (17. bis 19. April) zusammen und machten deshalb parallel 
‚arbeitende cn notwendig. Durch 60 Vorträge in- und ausländischer 
Redner gewannen die rund 250 Tagungsteilnehmer einen lebendigen Eindruck 
von der neuesten Entwicklung, dem gegenwärtigen Stand und den Problemen 
‚der angewandten Mathematik und Mechanik. Einführend vermittelte Prof. WAL- 
THER einen allgemeinen Überblick hierüber. Danach verlagert sich gegenwärtig 
in der praktischen Analysis der Schwerpunkt von den graphischen a numeri- 
schen Methoden zu den instrumentellen Verfahren. Ein Bericht von Prof. HARTREE 
(Cambridge) befaBte sich mit Fortschritten der Hochgeschwindigkeits-Rechen- 
automaten auf Relais- und Elektronenröhrenbasis, insbesondere mit der Pro- 
grammgestaltung und Verschlüsselung der Rechenkommandos. Prof. BADER 
(Stuttgart) führte eine elektrische Maschine zur Auflösung von Polynomglei- 
chungen bis zum achten Grade vor (Fehler im ungünstigsten Falle 1 bis 2%). 

Prof. RAMSAYER (Stuttgart) erläuterte die Arbeitsweise einer Funktions- 
rechenmaschine mit mechanischem Speicherwerk für die Funktionswerte und 
deren erste Differenzen. Im Institut für praktische Mathematik (Prof. WAL- 
HER) war Gelegenheit zur Besichtigung der Integrieranlage IPM-Ott zur Lösung 
gewöhnlicher Differentialgleichungen gegeben, die mit automatischer photoelek- 
frischer Kurvenabtastung (Vortrag Dr. DREYER, Darmstadt) eine Genauigkeit 
bis zu Bruchteilen eines Prozents erzielt. Über programmgesteuerte, auf der 
"Basis des Dualsystems arbeitende Rechenmaschinen berichtete Dipl.-Ing. ZUSE 
((Neukirchen). 

Im Rahmen der praktischen Analysis wurde ferner eine Theorie der Abrun- 
(dungsfehler (Dr. v. WIJNGAARDEN, Amsterdam) gegeben und über wesentliche 
"Fortschritte hinsichtlich der Systematik und der Fehlerschranken bei numeri- 
«scher Integration (Prof. QUADE, Hannover, und Dr. WEISSINGER, Hamburg) vor- 
‚getragen. Bedeutende Beiträge zu praktischen und theoretischen Fragen der 
"Behandlung von linearen Gleichungssystemen und von Matrizen lieferten Prof. 
(CoLzatz (Hannover), Dipl.-Math. SAssENFELD (Darmstadt) und Dr. UNGER 
\(Darmstadt). Mit Eigenwerttheorie und Integralgleichungen beschäftigen sich 
Dr. LEHMANN (Dresden) und Dr. SCHWARZ (Oberwolfach). 

| Einen weiteren Hauptgegenstand der Tagung bildete die Stochastik, die eine 
"Verbesserung ihrer Methoden und eine Kritik ihrer Grundlagen erfahren hat 
(Vorträge Prof. MinzNer, Göttingen, und Frl. Dr. GEPPERT, Bad Nauheim). 
‘Zur Lösung der in der Biomathematik (Vortrag Prof. Lupwic, Heidelberg), in 
der Medizin (Prof. FREUDENBERG, Berlin), in der Wirtschafts- und soziologischen 
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Statistik (Dr. KELLERER, München) und in der Fabrikationskontrolle (Frl. Dr. | 


GEPPERT) auftretenden Probleme fehlt es an Fachkräften sowie an Einsicht in die 
wirtschaftliche Rentabilität der Methoden, wie sich in den lebhaften Diskussionen 
im Anschluß an die Vorträge herausstellte. 

Für die Mechanik der flüssigen, elastischen und festen Körper standen insge- 
samt zwei Tage zur Verfügung. 

In der Elastomechanik kündigten sich bemerkenswerte neue Methoden an: 
Dr. Jung (Stuttgart) zeigte die Lösung verwickelter Knickaufgaben durch Fourier- 
Transformation, Frl. Dr. Münz (Braunschweig) die Nutzbarmachung des Hamilton- 
schen Prinzips für die Berechnung schwach gewölbter Platten, Dr. SCHADE 
(Aachen) die Anwendung der Grammelschen verallgemeinerten Kreisfunktionen 


auf die Bipotentialgleichung bei rechteckigen Bereichen und Prof. WEGNER | 
(Heidelberg) die große Tragweite der Variationsmethoden bei der Lösung | 


schwieriger Spannungsprobleme. 

In der Kinetik, die nur durch wenige Vorträge vertreten war, trug Dipl.-Math. 
WEIDENHAMMER (Clausthal) eine Erweiterung der Mettlerschen Stabilitätsunter- 
suchungen am Beispiel des eingespannten, axial-pulsierend belasteten Stabes vor. 


In der Strömungslehre gab Frl. Dr. HERBECK (Göttingen) für den Wärme- — 


austausch zwischen einem geheizten Band und einer Konvektionsströmung eine 


Verbesserung der bekannten Lösung von LEVEQUE durch die Berücksichtigung ~ 


der Wärmeleitung in Strömungsrichtung an. Dr. SCHÄFER (Göttingen) behandelte 
ein Überschall-Unterschall-Problem, bei dem sich die Charakteristiken aus dem 
Überschall- reell in den Unterschallbereich fortsetzen lassen. Prof. GOERTLER 
(Freiburg) gab eine Anzahl allgemeiner Abschätzungssätze für Lösungen von 
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen vom Reibungsschichttypus. 
Dr. Torre (Wien) wandte die zyklographische Abbildung auf die Bruchtheorie 
an. Dr. EMERSLEBEN (Berlin) untersuchte den Randeinfluß auf die elektrosta- 
tische Gitterenergie bei Kristallen. 

Gesellschaftliche Veranstaltungen sorgten für die Förderung des menschlichen 
neben dem wissenschaftlichen Kontakt. Dank der Fürsorge des örtlichen Tagungs- 
leiters, Prof. WALTHER, nahm die Tagung einen sehr harmonischen Verlauf. 

E. KREYSZIG 


Commission internationale d’Optique 


La prochaine réunion de la C.I.O. (Commission internationale d’Optique), sur 
invitation du Comité britannique, aura lieu à Londres, à la Royal Society et à 
l’Imperial College, les 17, 18 et 21 juillet 1950. Des rapports, entre autres de 
MM. ARNULF (France), BALLARD (Etats-Unis), FıncHam (Grande-Bretagne), 
FLEURY (France), FRANÇON (France), FOSTER (Etats-Unis), GARDNER (Etats- 
Unis), Horkıns (Grande-Bretagne), INGELSTAM (Suède), Jupp (Etats-Unis), 
KONIG (Suisse), KUHN (Grande-Bretagne), MARÉCHAL (France), MIGEOTTE 
(Belgique), RAINE (Grande-Bretagne) et SELwyN (Grande-Bretagne) seront pré- 
sentés et discutés au cours des séances. Le but essentiel de ces rapports est de con- 
fronter les informations et suggestions venues de pays divers, en vue de recom- 
mandations communes et d’entente internationale sur les points qui le nécessitent. 

Les renseignements supplémentaires pourront étre demandés au Secrétariat 
général de l’Union internationale de Physique pure et appliquée, 3, bd Pasteur, 
Paris 15¢, France. 


| 
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International Conference on Spectroscopy at Radio Frequencies 


An International Conference on Spectroscopy at Radio Frequencies will be held 
at Amsterdam from September 18th to 23rd incl., 1950. The meeting is organized 
by the Netherlands Physical Society and supported by the Taternational Union 
of Pure and Applied Physics, and will discuss the followi ing subjects: paramagnetic 
resonance, ferromagnetic resonance, nuclear resonance, measuring techniques for 
radio frequencies, molecular and atomic spectra, and theoretic aspects of magnetic 
sand quadrupole moments of nuclei. 

Detailed information regarding this Conference can be obtained from the 
‘Secretary, Prof. Dr. J. de BoEr, Bunsenstraat 98, Amsterdam-O, Netherland. 
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| 
| Electronics in the Factory. By H.F.TREWMAN (Sir Isaac Pitman & Sons 
[Etd., London 1949). 188 pp.; 20s. 


| Die heutige Industrie mit ihren charakteristischen fertigungstechnischen Son- 
ilerproblemen profitiert in steigendem Maße vom hohen Stand der modernen 
A lektronik, nachdem im Materialprüfungswesen, in der Medizin und Chirurgie 
schon seit längerer Zeit mit Erfolg elektronische Hilfsmittel eingesetzt werden. 
Dabei gilt es oft, Vorurteile zu überwinden, gestatten doch die neuen elektro- 
mischen Erzeugnisse den Bau sehr leistungsfähiger und insbesondere auch sehr 
betriebssicherer Geräte. 

Der Autor der vorliegenden Neuerscheinung hat sich die verdienstvolle Auf- 
wabe gestellt, den nicht speziell in dieser Fachrichtung tätigen Ingenieuren und 
‚Wissenschaftern die vielgestaltigen Anwendungsmöglichkeiten dieses jungen 
fEweiges der Elektrotechnik aufzuzeigen. In allgemeinverständlicher Form, be- 
wußt nur die qualitativen Zusammenhänge erörternd, finden wir auf kleinem 

aum eine erstaunlich lückenlose Darstellung des weiten Stoffgebietes. Einige 
izzen sowie eine größere Anzahl Abbildungen von elektronischen Geräten be- 
&kannter englischer Firmen ergänzen die Ausführungen. 

Nach kurzen, einleitenden Bemerkungen werden zunächst elektronische Zeit- 
relaisanordnungen beschrieben. Es folgt ein Kapitel über Untersetzerschaltungen. 
Hierauf werden moderne Methoden zur Steuerung von Motoren und Generatoren 
aufgezeigt. Nach einem kurzen Abschnitt über Strom- und Spannungsregulierung 

nit elektronischen Hilfsmitteln erläutert der Autor die Prinzipien der dielek- 
trischen sowie der Wirbelstromaufheizung und vermittelt einige interessante An- 

endungsbeispiele. Erwähnt sind ferner Geräte zur Steuerung von Schweißauto- 
maten. In einem weiteren Kapitel werden, leider in etwas knapper Form, elek- 
tronische Regelanordnungen beschrieben. Es folgen interessante Ausführungen 
über photoelektrische Anwendungen sowie ein kurzes Kapitel über Einbruch- 
alarmsysteme. Schließlich bespricht der Verfasser noch eingehend die heute ge- 
»bräuchlichen elektronischen Geräte in Chemie und Medizin, um in einem letzten 
Mbschnitt noch einige spezielle Anwendungen, so beispielsweise die heute viel ver- 
wendeten, unter der Bezeichnung «Strain gauges» bekannten, mechanisch-elek- 
ltrischen Dehnungsmesser zu erwähnen. K. Bernath. 
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Vorlesungen über theoretische Physik, Bd. I, Mechanik. Von A. SOMMER- 
FELD (Dieterichsche Verlagsbuchhandlung, Wiesbaden 1949). 276 S., 58 Abb.; 
DM 15.-. 


La publication, commencée en 1943, des cours donnés par l’Eminent physicien 
A. SOMMERFELD à l’Université de Munich, a remporté un succès mérité. Le tome I, 
en particulier, sur la mécanique des systèmes à degrés de liberté finis, a déjà eu 
quatre.éditions. La dernière, parue à la fin de 1949, est le résultat d’une révision de 
l’ouvrage par l’auteur. Elle ne présente cependant, par rapport aux anciennes, 


que quelques remaniements, ainsi que deux addenda. Dans le premier, A. S0M- | 


MERFELD décrit diverses expériences où la rotation d’un corps solide autour d’un 
axe est stable dans un sens, mais instable dans l’autre; dans le second, il établit 
la relation qui existe entre les équations d’EULER régissant la rotation d'un corps 
autour d’un point fixe et les équations générales de LAGRANGE. 

Nous croyons utile de rappeler le schéma de ce volume, ainsi que ses princi- 
pales qualités. L'ouvrage est divisé en huit chapitres, où sont traitées les matières 
suivantes : 


I. Mécanique du point matériel. II. Principes des travaux virtuels et de , 


D’ALEMBERT. III. Problèmes de vibrations. IV. Corps solide rigide. V. Mouvement 
relatif. VI. Principes d'intégration de la mécanique et équations de LAGRANGE. 
VII. Principes différentiels de la mécanique. VIII. Théorie D'HAMILTON. 

Les cinq premiers chapitres concernent la mécanique générale classique, a 


l'exception de deux paragraphes qui se rapportent à la théorie de la relativité. Les | 


trois derniers chapitres constituent un précis de mécanique analytique. Le livre 
est terminé par une série de problèmes avec solutions. 
Ce qui caractérise avant tout cet ouvrage, c’est sa grande clarté; c’est aussi 


le fait que l’auteur a constamment cherché, en rédigeant son texte, à développer | 


et maintenir l'intérêt du lecteur. Il y a très bien réussi, d’abord en s'appuyant à 
diverses reprises directement sur la pensée d’auteurs classiques, celle de NEWTON 
en particulier, puis en évitant de trop longs raisonnements et développements 
mathématiques, enfin, en appliquant à de nombreux exemples les théories expo- 
sées. Il est ainsi parvenu, comme il se le proposait lui-même dans l'introduction 
de la première édition, à donner une image vivante de la matière traitée. 


Nous recommandons chaleureusement la lecture de cet ouvrage, non seule- | 


ment aux physiciens, mais aussi aux ingénieurs. H. Favre. 


Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von E. MADELUNG | 


(Springer-Verlag, Berlin 1950). 531 S., 29 Abb.; DM 47.-. 


Dieses bewährte und beliebte Buch liegt in vierter, überarbeiteter Auflage vor. 
Der erste, mathematische Teil hat nichts von seiner Reichhaltigkeit eingebü Bt 
und gibt einen guten Begriff von den heute gebräuchlichen theoretisch-physi- 


kalischen Methoden. Dabei hat sich der Autor nicht auf das Gebiet der Analysis | 
beschränkt, sondern auch die Theorie der hyperkomplexen Zahlen und der | 


Gruppen gebührend berücksichtigt. 


Der zweite, physikalische Teil zeigt, wie und wo der mathematische Apparat 


in der Physik verwendet wird. Wenn man auch nicht erwarten kann, daß in 


einem solchen Buche, das sich mit kurzen Übersichten begnügen muß, die theo- | 


retischen Ansätze ausführlich begründet sind, so scheint dem Referenten doch 
die Art, wie die wellenmechanische y-Funktion eingeführt wird, eher verwirrend. 


Die Notwendigkeit, Wahrscheinlichkeitsamplituden in die Theorie einzuführen, 


würde durch einen Hinweis auf die Interferenz von Materiewellen viel überzeu- 
gender dargetan als durch eine künstlich anmutende Linearisierung der Konti- 


= 
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nuitätsgleichung. Es muß weiter darauf hingewiesen werden, daß die Operator- 
elationen [E, 4} = hi und H = E auf S. 438/39 nicht gelten. Die Schrödinger- 
Gleichung ist eine Bestimmungsgleichung für y, während eine Operatorrelation 
identisch gelten müßte; d.h. es müßten für jede Funktion y die Gleichungen 
[E, ét] p = à h y bzw. Hy = E y erfüllt sein, was aber nicht zutrifft. 

| Da wir jedoch kein Lehrbuch der theoretischen Physik vor uns haben, kann 
idieser Mangel dem Werte des reichhaltigen Buches keinen Abbruch tun. Die 
atsache, daß es nun in der 4. Auflage herauskommt, beweist zur Genüge, daß 
s den Bedürfnissen einer großen Leserschaft weitgehend entspricht. M. Fierz. 


Elastomers and Plastomers, Vol. I: General Theory; Vol. 11: Manufacture, 
‚Properties, and Applications; Vol. III: Their Chemistry, Physics, and Techno- 
togy. By R. Houwınk. (Elsevier Publishing Company, Inc., New York 1948 and 
1950). 500, 500 and 170 pp.; Hfl. 26.50, 24.00 and 11.90. 


R.Houwıink hat als erster versucht, die auf dem Gebiet der makromoleku- 
daren Chemie erzielten Ergebnisse nach einheitlichen Gesichtspunkten zu ordnen 
und zusammenzufassen. Es entstand dabei das noch heute zur Standardliteratur 
zählende Werk Chemie und Technologie der Kunststoffe, ein Buch, das allen, die sich 
mit organischen Werkstoffen befassen, zu einem Begriff geworden ist. In seinem 
neuen Werk Elastomers and Plastomers versucht Houwink, das ganze Gebiet der 
ynthetischen und natürlichen makromolekularen Stoffe in etwas erweiterter 
orm darzustellen, bedingt vor allem durch die vielen neuen Erkenntnisse, die 
is Resultat einer sehr intensiven Forschung auf diesem Gebiet der Chemie in 
Hen letzten Jahren gewonnen werden konnten. Neben der Entwicklung einer 
2roBen Zahl neuer Kunststoffe sind in jüngster Zeit dank neuer physikalischer 
Intersuchungsmethoden vor allem die grundlegenden Zusammenhänge zwischen 
Aufbau und Eigenschaften makromolekularer Stoffe mit Erfolg erforscht worden. 
Das Befürfnis nach einer etwas umfassenderen Darstellung der gesamten Materie 
nter Berücksichtigung dieser Ergebnisse war seit längerer Zeit vorhanden, und 
2s darf vorweggenommen werden, daß in diesem Sinne das Werk von R.Hou- 
WiNK einen wertvollen Beitrag innerhalb der Literatur der makromolekularen 
Stoffe darstellt. Die hohe Qualität des Werkes ist einerseits bedingt durch die 
überaus geschickte Gliederung und Auswahl des Stoffes, andererseits durch die 
atsache, daß jedes in sich abgeschlossene Kapitel durch einen Fachmann und 
Spezialisten auf diesem Gebiet behandelt wird. Für den Leser ergeben sich dabei 
ie Vorteile einer raschen und leichten Orientierung innerhalb des äußerst um- 
<angreichen Werkes und beim Studium der einzelnen Abhandlungen des Gefühl 
siner unmittelbaren und persönlichen Berichterstattung aus erster Quelle. 
Der erste Band, betitelt Elastomers and Plastomers — General Theory, im 
mfang von 500 Seiten, behandelt in zehn Kapiteln Chemismus, Physik und 
Struktur natürlicher und synthetischer makromolekularer Stoffe. Besonders aus- 
tührlich wird die Kinetik derjenigen Reaktionen behandelt, die von niedermole- 
ularen Verbindungen zu makromolekularen Stoffen führen, d. h. der Polymeri- 
sations- und der Polykondensationsprozeß. Die entsprechenden Kapitel zeigen, 
laß gerade auf diesem Gebiet in den letzten Jahren an Hand von Modellreak- 
tionen enorme Fortschritte erzielt worden sind. In einem weiteren sehr inter- 
sssanten Kapitel werden die physikalischen Eigenschaften als Funktion der Struk- 
tur (chemische Zusammensetzung, Form und Anordnung der Makromoleküle im 
Festkörper) besprochen. Hier werden die neuesten Ansichten über den plastischen 
and elastischen Zustand erörtert, wobei vor allem die Theorien von KUHN, 
TRELOAR und FLory als Grundlage dienen. Den Abschluß des ersten Bandes 
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bilden die Kapitel über die vielgestaltigen Formgebungsmöglichkeiten und Auf- 


arbeitungsarten der wichtigsten Kunststoffe sowie ein Abschnitt über das Ver- 


halten der Lösungen hochmolekularer Stoffe, vor allem bezüglich Einfluß ver- | 


schiedener Lösungsmittel auf die Viskosität. 

Der zweite Band (500 Seiten), betitelt Elastomers and Plastomers — Manufac- 
turing, Properties and Applications, umfaßt die gesamte Technologie der wichtig- 
sten härtbaren thermoplastischen und kautschukelastischen Kunststoffe. Auch 
die erst in den letzten Jahren gewonnenen Kunststoffe, wie Solicone, Polyäthylen, 


Tetrafluoräthylen, Isocyanate usw. werden ausführlich bezüglich Herstellung, 


Eigenschaften und Anwendung beschrieben. Ein besonderer Abschnitt behandelt 
die Zellulosederivate sowie die natürlichen und synthetischen makromolekularen 


Stoffe mit Proteincharakter (Kasein, Nylon usw.). Sehr ausführlich wird ferner M 
die Technologie des natürlichen und synthetischen Kautschuks behandelt, ein | 
Gebiet, das bis anhin in dieser Vollständigkeit nur in der speziellen Fachliteratur 


der Kautschukchemie behandelt wurde. Zum Abschluß endlich werden die natür- 


lichen Harze und ihre Derivate beschrieben, ein Kapitel, das vor allem für die © 
Lackchemiker von besonderem Interesse ist. Der Text der einzelnen Kapitel ist 
in diesem Band durch zahlreiche ausgezeichnete Werkphotos, Diagramme und ~ 


übersichtliche Tabellen wertvoll ergänzt. 
Der dritte Band (170 Seiten), betitelt Elastomers and Plastomers — Testing and 


Analysis; Tabulation of Properties, umfaßt das Gesamtgebiet der Prüfung und | 


Analyse organischer Werkstoffe sowie eine vorzügliche Tabellensammlung sämt- 
licher Eigenschaften der wichtigsten Kunststoffe. Dieser letzte Band wird vor 
allem den Ingenieur, der die organischen Werkstoffe als Bauelemente benötigt, 
interessieren. Er findet hier alle wissenswerten Angaben über mechanische und 
chemische Eigenschaften (Korrosionsbeständigkeit usw.). 


Im Kreise der Kunststoffchemiker und Ingenieure wird das dreibändige Werk | 
von R. HOUWINK mit Freuden begrüßt. Sowohl dem theoretisch Orientierten — 
wie auch dem Praktiker bietet das Buch viel Neues auf dem Gesamtgebiet der | 


organischen Werkstoffe und kann in diesem Sinne allen, die sich mit dieser Mate- 


rie befassen, bestens empfohlen werden. Besondere Erwähnung verdient die klare | 


und saubere Darstellung der Formeln, Diagramme und Bilder sowie die gesamt- 


haft gute Ausstattung des Werkes, die für den Eıfolg wesentlich mitbestimmend A 


sind. Dem Autor und seinen Mitarbeitern darf für die große und hervorragende 


Arbeit, die geleistet wurde, gratuliert werden. F. Held. } 


Theorie und Losungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Welien- | 


mechanik. Von P. GomMB4s (Verlag Birkhauser, Basel 1950), 268 S., 20 Abb.; 
sFr. 29.50. 


Es ist sehr erfreulich und begrüßenswert, daß sich ein Fachmann von Format 


der groBen Aufgabe unterzogen hat, ein Hilfsmittel zu schaffen, das uns mit ver- 
hältnismäßig einfacher Darstellung des Stoffes, ausgehend vom Einkörperproblem, 
systematisch in die quantenmechanische Behandlung des Mehrkörperproblems 


einführt und uns so eine Übersicht über die Rechenverfahren, deren Kenntnis | 
heute Voraussetzung für das Verständnis der Folgerungen der modernen Quanten- | 
physik und -chemie ist, vermittelt. Allerdings wird auf die relativistische Be- | 
handlung des Mehrteilchenproblems nicht eingegangen; ebenso wird auf die ge- 


genwärtig in Fluß befindliche Theorie der Kernmechanik verzichtet. Dies ist 
sicherlich verständlich, da es sich bei GomBÂs um ein Einführungswerk handelt. 
Von Vorteil ist auch, daß von der Mannigfaltigkeit des Stoffes nur typische Fälle, 
die für die Rechenverfahren des Mehrteilchenproblems charakteristisch sind, zur 
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Das Buch zerfällt in zwei Teile: Der erste Teil (Kapitel I— VI) erörtert die 
allgemeine Theorie des wellenmechanischen Mehrteilchenproblems, während der 
zweite Teil (Kapitel VII—IX) die verschiedenen Lösungsmethoden des wellen- 
‚mechanischen Mehrteilchenproblems zur Darstellung bringt. 

Kapitel I behandelt im wesentlichen das Einelektronenatom als Grundlage 
für die weitere Gestaltung der Theorie und gibt im besondern eine Einführung 
in die wellenmechanische Störungstheorie, dieim Kapitel II auf zusammengesetzte 
‚Systeme erweitert wird. Hier wird der Existenz des Spins Rechnung getragen 
‚und der wellenmechanische Ausdruck des Pauli-Prinzips wiedergegeben. Das III. 
und IV. Kapitel bringen die Anwendung der entwickelten Theorie auf Atome 
und Moleküle und schließen im besondern die Schrödingersche Behandlung des 
Heliumproblems ein, welche den ersten fundamentalen Erfolg der Wellenme- 
chanik zeitigte. Kapitel V nimmt Bezug auf ein System großer Anzahl gleicher 
Teilchen und entwickelt zunächst die Quantenstatistik von BosE und EINSTEIN 
‘und hierauf jene von FERMI-Dirac. Das letzte Kapitel (VII) des ersten Teiles 
‚berichtet schließlich über die Quantelung symmetrischer und antisymmetrischer 
\Wellenfunktionen. Die Erörterung der Wellenquantelung erfordert etwas ver- 
‘mehrte mathematische Kenntnisse, kann aber, auch nach der Auffassung des 
Autors, ohne Bedenken vom Leser übergangen werden, da sie für das Verständnis 
ider im nachfolgenden zweiten Teil geschilderten Störungsverfahren nicht Vorbe- 
‚dingung ist. Kapitel VII behandelt als Kernstück das Variationsverfahren und 
zeigt seine Anwendung an einer Großzahl von Beispielen, die alle von maßgeben- 
der Bedeutung sind. Die von D. R. HARTREE entwickelte und von Fock unter 
Berücksichtigung des Elektronenaustausches erweiterte Methode des «self-con- 
sistent field», die erlaubt, allerdings mit größerem Rechenaufwand, auch die 
Klektronenhülle schwerer Atome zu ermitteln, wird in Kapitel VIII beschrieben, 
und schließlich beschäftigt sich das letzte Kapitel (IX) mit der Erörterung der 
statistischen Methode, die insbesondere ermöglicht, die Verteilung der Elektronen 
Bei Atomen großer Ordnungszahl, d.h. mit vielen Elektronen, zu ermitteln. In 
einem Anhang befinden sich mathematische Ergänzungen, die für die Durch- 
rechnung einiger behandelter Probleme unerläßlich sind. 

Das Buch ist für den Studierenden der theoretischen Physik ein Einführungs- 
werk. Es ist aber, zufolge seiner verhältnismäßig zugänglichen, einfachen mathe- 
matischen Darstellung nicht so sehr für ihn bestimmt als vielmehr für den expe- 
rımentellen und technischen Physiker — Forscher und Studierender —, der not- 
wendigerweise ebenfalls über ein bestimmtes Rüstzeug auf dem Gebiete der 
Wellenmechanik verfügen muß. Es wird aber auch den Chemiker interessieren, 
dem an tieferem Verständnis der rechnerisch erfaßbaren physikalischen Vorgänge 
im Atom- und Molekülinnern gelegen ist. Das Buch GompAs’ kann daher den 
Lesern der ZAMP wärmstens empfohlen werden. Sie werden sich vornehmlich 
des klaren mathematischen Aufbaus der erkenntnistheoretischen und rechne- 
rischen Entwicklungen erfreuen. R. Sänger 


' Theorie des Mehrfach-Schusses. Von H. BRAÂNDLT (Verlag Birkhauser, 
[Basel 1950). 198 S., 92 Abb.; sFr. 28.50. 

Sowohl die Kriegserfahrungen als auch theoretische Wahrscheinlichkeits- 
untersuchungen haben gezeigt, daß zur Erzielung eines Flugzeugabsturzes durch 
Fliegerabwehrartillerie (Flab) sehr viel Munition erforderlich ist. Es ist daher 
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wiinschbar, durch eine Theorie der AbschuBwahrscheinlichkeiten die Vorgange 
am Ziel insbesondere hinsichtlich des Zusammenwirkens von Geschoßstreuung 
und Zielfehler zu klären und damit die Grundlagen für die Konstruktion und 
den Einsatz der Waffen und die anzuwendenden Schießverfahren zu schaffen. 

Im vorliegenden Buch entwickelt der Verfasser diese Theorie durch Dar- 
stellung früherer und neuerer eigener Forschungen. Nach Einführung der grund- 
legenden Begriffe und exakter Definition der verschiedenen Varianten von Ziel- 
fehlern, werden zunächst die Formeln für die Absturzerwartung beim Einzel- 
schuß entwickelt, und zwar für das Schießen mit Aufschlagmunition und mit 
gewöhnlichen Zeitzündern oder Annäherungszündern. Das zweite Kapitel ent- 
hält dann als eigentliches Kernstück des Buches die Theorie des Mehrfach- 
Schusses mit Annäherungszündern. Bei diesem Verfahren wird mit divergenten 
Flugbahnen so geschossen, daß die gleichzeitig springenden Geschosse die Figur 
eines Punktgitters in der Nähe des Zieles bilden. Es wird ein Gütekoeffizient ein- 
geführt als Maß dafür, wie stark dieses Schießverfahren dem Einzelschuß über- 
legen ist. Es gelingt, durch Abschätzung von Wahrscheinlichkeitsintegralen den 
Gütekoeffizient als Funktion der Streuung, der Divergenz und des Zielfehlers 
zu berechnen und übersichtlich zu diskutieren, wobei es sich herausstellt, daß 
die Entscheidung darüber, ob und in welcher Weise der Mehrfach-Schuß anzu- 
wenden sei, erst auf Grund einer genauen Kenntnis der Zielfehlerverteilung ge- 
troffen werden kann. Auch wird man mit dem Verfasser darin einig gehen, daß 
eine solche Entscheidung iin konkreten Fall durch explizite numerische Be- 
rechnung des Gütekoeffizienten erhärtet werden muß, um die schwer überseh- 
baren Vernachlässigungen bei der Abschätzung der Integrale zu erfassen. Dies 
betrifft insbesondere die gelegentlich erzwungene Aufspaltung von Doppelinte- 
gralen in einfache Integrale (z.B. kann durch Weglassen des Streifens gemäß 
Fig. I 19 die Abschätzung I 69 des Integrals I 59 recht ungenau herauskommen). 

Das 3. Kapitel enthält die eingehende Untersuchung des Viererschusses bei 
kleinkalibrigen Vierlingswaffen im Aufschlag und das 4. Kapitel die Theorie des 
Sperre-Schießens. Ein Anhang über das von der Firma Contraves entwickelte 
Oionoskop zur Ermittlung der Zielfehlerverteilung bringt wertvolle Ergän- 
zungen hinsichtlich der Meßtechnik. 

Die Methode des Verfassers, seine Resultate durch Verhältniswerte (Güte- 
koeffizient) darzustellen, verdient besonders hervorgehoben zu werden. In der 
Tat besitzen absolute Aussagen über die Abschußwahrscheinlichkeit nur be- 
dingten Wert, da wichtige Größen, wie die verletzbare Fläche des Flugzeuges, 
nur unsicher bekannt sind. Alle diese Resultate sind durch übersichtliche Dia- 
gramme graphisch dargestellt und werden jeweilen zusammenfassend hinsicht- 
lich ihrer Auswirkungen für die Praxis diskutiert. 

Das Buch verdient es, wegen seiner präzisen Begriffsbildungen und breiten 
Darlegung der mathematischen Grundlagen als Handbuch der Theorie des Flab- 
schießens zu gelten. E. Stiefel 
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§ 1. Grundlagen und wissenschaftliche Bedeutung 


1.1. Der vorliegende Bericht soll eine zusammenfassende Darstellung der 
Erfahrungen geben, die von den drei Verfassern während ihrer Studienauf- 
enthalte in den angelsächsischen Ländern und in Deutschland 1948/49 gesam- 
melt wurden: er ist ferner als Versuch zu werten, durch Schilderung der Lei- 
stungsfahigkeit der groBen Maschinen und der mathematisch-technischen 
Grundlagen fiir ihre Bedienung einen weiteren Kreis von Lesern in das Arbeiten 
mit derartigen Geräten einzuführen. Da nämlich in vielen Instituten für nume- 
rische Mathematik programmgesteuerte Maschinen im Bau oder schon voll- 
endet sind, kann jeder in den Anwendungsgebieten der Mathematik tätige 
Wissenschaftler in die Lage kommen, die maschinelle Hilfe eines solchen Insti- 
tuts suchen zu müssen. Es ist dann gut, wenn er — um einen Ausdruck von 
D. R. HARTREE ([39]!), Lecture 5) zu brauchen — «the Machine’s-eye view» 
kennt, das heißt imstande ist, sein Problem so zu sehen, wie die Maschine es 
tut, wenn sie auf Grund der ihr gegebenen Instruktionen zu laufen beginnt und 
ohne menschlichen Eingriff bis zur Lösung des Problems weiterlaufen soll. 

Um zur Definition unseres Gegenstandes überzugehen, müssen wir zunächst 
einige Worte über den Unterschied zwischen digitalen Maschinen und Analogie- 
geräten sagen. Der numerische Wert «zehn» kann entweder dargestellt werden 
durch das Zeichen 10 als Ziffernfolge des Dezimalsystems (aber auch in einem 
andern Zahlsystem, z. B. als LOLO im Dualsystem), oder dann durch eine phy- 
sikalische Größe (Länge, Stromstärke usw.), die das Zehnfache ihrer Grund- 
einheit beträgt. Wir befassen uns ausschließlich mit Geräten, welche die erste 
Darstellungsart benutzen, also digital, das heißt mit Ziffern rechnen. Die ein- 
fachste Realisierung sind Bürorechenmaschinen?). Demgegenüber benutzen Ana- 
logiegeräte, wie der Rechenschieber, Integrieranlagen, elektrische Netzwerke, 
die zweite, physikalische Art der Darstellung. Resultate erscheinen bei ihnen 
als Zeigerstellung auf einer Skala oder direkt als gezeichnete oder projizierte 
Kurven, die einen Funktionsverlauf graphisch darstellen. Sie heißen Analogie- 
geräte, weil sie ein Problem lösen mit Hilfe von physikalischen Vorgängen, die 
auf denselben mathematischen Formeln und Gleichungen beruhen wie das 
Problem selbst, diesem also mathematisch analog sind. Hervorzuheben ist, daß 
diese beiden Gerätesorten sich nicht konkurrenzieren, sondern sich gegenseitig 
ergänzen sollen. Man kann zum Beispiel lineare Gleichungen auflösen, indem 
man abwechselnd Näherungswerte mit Hilfe der digitalen Maschine in die Glei- 
chungen einsetzt und diese dann durch ein Analogiegerät verbessert. 

Eine Bürorechenmaschine kann addieren, subtrahieren, multiplizieren und 
dividieren. Auch die Maschinen, über die wir berichten — wir nennen sie auch 


1) Die Zahlen in den eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis auf S. 295. 

2) Man erlaube uns, dieses Wort an Stelle der klareren englischen Bezeichnung «desk calculator» 
zu verwenden; wir meinen damit im ganzen Artikel die handelsüblichen — handgetriebenen oder 
vollautomatischen — Rechenmaschinen vom Typus Madas, Monroe usw. 
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Rechenautomaten —, sind hinsichtlich ihrer arithmetischen Fähigkeiten genau 
| gleichgestellt; auch sie können nur die vier Grundoperationen ausführen. Jedoch 
| sollen sie — und dies ist entscheidender Unterschied und wesentlicher Fort- 
schritt — Programmgesteuert sein; es soll also möglich sein, eine längere Kette 
‚ von solchen Grundoperationen nach einem Rechenplan vollautomatisch abzu- 
| wickeln. Dies bedingt sofort folgende weitere Organe in der Maschine: erstens 
‚ muß ein Zahlenspeicher vorhanden sein, in welchem gegebene Zahlen der Rech- 
‚nung und Zwischenresultate aufgespeichert werden können; sodann müssen 
‚ durch ein Leztwerk die einzelnen Rechenoperationen sowie die Transfere vom 

Speicher ins Rechenwerk und umgekehrt ausgelöst werden. 

1.2. Bei den Lochkartenmaschinen vom Typus Hollerith wird der Rechen- 
plan vor Beginn der Rechnung in die Maschine gegeben, indem man auf einem 
Schaltbrett elektrische Verbindungen herstellt. Meistens jedoch erlaubt die 

‚ Struktur komplizierterer mathematischer Probleme diese etwas starre Arbeits- 
weise nicht; die Maschine muß auch die Möglichkeit haben, Befehle, die nicht 
| mehr vorkommen, vergessen zu können. Man ist daher dazu übergegangen, die 
‚ einzelnen Befehle des Rechenplans unter Benutzung einer Verschlüsselung 
i ebenfalls als Zahlen (genauer als Ziffernfolgen) zu schreiben und sie entweder 
der Maschine sukzessive durch einen oder mehrere Lochstreifen (magnetisches 
_ Stahlband usw.) zuzuführen oder sie wie die Rechengrößen in einem Befehls- 
| speicher aufzubewahren. Oft ist der Befehlsspeicher mit dem Zahlenspeicher 
identisch, so daß ein Rechnen mit Befehlen (vgl. § 4.6)!) möglich wird. Ein 

Beispiel dazu: Es soll die Funktion y = ax tabelliert werden. Die gegebenen 

Werte x, x, ... des Arguments mögen in den Zellen Nr. 1, 2, ... usw. des 

Speichers stehen. Zur Berechnung von y, wird der Befehl (er sei in der Zelle 

Nr. 100 des Speichers magaziniert) lauten: «Nimm die Zahl aus Zelle Nr. 1 und 

multipliziere sie mit a.» Der Befehl enthält also eine Zahl, nämlich die «Adresse»1 

der Zelle. Um nun weiterzugehen, kann man einen «Superbefehl» verwenden, 

‘der lautet: «Addiere zu der in Zelle Nr. 100 stehenden Adresse den Wert 1.» 

Gelangt nun im nächsten Schritt unser Befehl aus Zelle Nr. 100 wieder zur 

Anwendung, so wird er jetzt den Argumentwert x, herausgreifen und die 

Multiplikation mit a veranlassen. 

Eine hohe Flexibilität in der Befehlsgebung ist auch deswegen anzustreben, 
weil größere Rechenstrukturen immer in einen Hauptrechenplan und verschie- 
dene Unterpläne zerfallen, die mehrfach wiederholt werden müssen. Muß z. B. 
während einer Rechnung eine Wurzel gezogen werden, so ist der Sprungbefehl 
zu geben: «Gehe über auf den Unterplan der Wurzelberechnung.» Wird zum 
Wurzelziehen eine der bekannten Iterationsmethoden verwendet, so muß nur 
die Befehlsreihe für einen Iterationsschritt in der Maschine sein; sie wird so 
oft wiederholt, bis die erstrebte Genauigkeit erreicht ist. Mit anderen Worten: 


1) Das Zeichen $ bezieht sich auf die Abschnitte des vorliegenden Berichts. 
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Ist & > 0 eine gegebene Genauigkeitstoleranz und w, der n-te von der Maschine 
errechnete Näherungswert von Ja, so ist noch 6, = |w? — a| — e zu bilden und 
abzubrechen, sobald 6, negativ wird. Der Sprungbefehl für das Zurückgehen 
auf den Hauptplan und Fortführen der allgemeinen Rechnung ist also bedingt, 
das heißt abhängig von dem von der Maschine selbst errechneten Wert ö,. 

Es wurden hier absichtlich einige Komplikationen der Programmgebung 
vorweggenommen, die später genauer behandelt werden (vgl. $ 4). Dies geschah 
einerseits, um dem Leser den Begriff «programmgesteuert» in seiner ganzen 
Tragweite näherzubringen, anderseits um zu begründen, warum auch Loch- 
kartenmaschinen im folgenden nicht behandelt werden, obwohl sie wegen ihrer 
Fähigkeit des raschen Sortierens, Umordnens und Zusammenfassens von Zah- 
lenmaterial, also wegen ihrer Eignung für mengentheoretische und kombina- 
torische Aufgaben vorzüglich für die Zwecke der mathematischen Statistik ver- 
wendbar sind. 

1.3. Ein anderer, nicht so grundsätzlicher Fortschritt der Rechenautomaten 
gegenüber den Bürorechenmaschinen besteht darin, daß durch die Ersetzung der 
mechanischen Schaltelemente (Sprossenräder, Staffelwalzen) durch elektrische 
Elemente — speziell Elektronenröhren — die Rechengeschwindigkeiten stark 
erhöht werden konnten. Moderne Maschinen rechnen arithmetische Grund- 
operationen etwa 300mal schneller als ein Rechner mit der Bürorechenmaschine, 
und man hat sich überlegt, daß man für die speditive Integration einer partiel- 
len Differentialgleichung mit drei unabhängigen Variabeln etwa 100000mal 
schneller rechnen sollte als der Mensch. Andererseits hat es sich gezeigt, daß 
man diese hohen Rechengeschwindigkeiten in zwei wesentlichen Punkten 
überhaupt noch nicht richtig beherrscht. Einmal ist es schwierig, bei einem mit 
mehreren tausend Elektronenröhren ausgerüsteten Gerät die nötige Betriebs- 
sicherheit herzustellen, so daß man beginnen mußte, Kontrollwerke zur Auf- 
deckung von Rechenfehlern und ausgeklügelte Systeme der mathematischen 
Überwachung des Rechenvorganges einzubauen [15], [26]. Sodann braucht die 
Vorbereitung eines Problems durch das wissenschaftliche Personal von der 
mathematischen Konzeption des physikalischen Sachverhalts bis zur endgül- 
tigen Herstellung des Lochstreifens für die Befehle oft ein Mehrfaches der Zeit, 
die von der Maschine dann für die Durchführung benötigt wird. Die Möglich- 
keiten, um hier ein vernünftiges Gleichgewicht zu schaffen, beginnen sich erst 
langsam abzuzeichnen und werden noch mühevolle, aber interessante Jahre 
der Entwicklung brauchen. Man muß eben auch Teile der Vorbereitung durch 
spezielle Maschinen erledigen, also es dem Rechenautomaten überlassen, einen 
vom Mensch gegebenen Gesamtbefehl pyramidenförmig in Teilbefehle aufzu- 
lösen. Ein solcher Gesamtbefehl könnte dann etwa lauten: «Berechne das un- 
bestimmte Integral der in der Zellengruppe 1—100 des Speichers stehenden 
Funktion.» Ein erster Schritt in dieser Richtung wurde getan: In Prof. HOWARD 
H. AıkEns Maschine «Mark III» (1950) [4], [47] wird die Verschlüsselung des 
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| Befehlsstreifens durch eine Chiffriermaschine (coding box) besorgt, auf welcher 
‚ der Mathematiker die einzelnen Rechenoperationen in der normalen mathe- 
‚ matischen Formelsprache eintasten kann. Übrigens hatte der deutsche Inge- 


nieur K. ZusE auf seiner im Jahre 1945 fertigen programmgesteuerten Maschine 
bereits ein ähnliches Planfertigungsgerät [36], [66], [67]. 

Es ist infolge der dargelegten Gründe wohl nicht abwegig, die Entwicklung 
der Rechenautomaten nicht in der sprunghaften Erhöhung der Rechenge- 
schwindigkeit zu sehen, sondern zunächst an langsameren, aber betriebssiche- 
ren Geräten die nötigen Erfahrungen zu sammeln. Diesen Weg hat AIKEN bei 
der Konstruktion seiner Maschinen «Mark I—III» beschritten. 

1.4. Es besteht eine dreifache Beziehung der Rechenautomaten zur mathe- 
matischen Logik und Logistik. Erstens haben wir eben ausreichend begründet, 
daß man auch an die Konstruktion von Automaten denkt, die andere Angaben 


| als Zahlen (etwa Befehle) verarbeiten müssen. Bei diesem Rechnen in allge- 


| meinen algebraischen Strukturen sind von den grundlegenden Operationen «&» 


und «V » des logistischen Aussagenkalküls [29] und den Operationen N und U 


| der Verbandstheorie [14] über das arithmetische Rechnen bis zum Chiffrieren 
und Auflösen von Gesamtbefehlen grundsätzlich dieselben Schritte in wach- 
_ sender Kompliziertheit zu machen. Hierher gehören auch die oben erwähnten 
, mengentheoretischen Aufgaben des Sortierens und Auswählens (vgl. [42], ferner 


J. v. NEUMANN in [24], Bd. 2, und J. W. MAuchry in [39], Lecture 22) und 
Operationen wie das Auswählen der größten Zahl unter einer im Speicher 
stehenden Menge von Zahlen. ZUSE hat auf seiner Maschine bereits Knöpfe für 
die genannten logistischen Grundoperationen und hat auch dem hier ange- 
schnittenen allgemeinen Rechnen bemerkenswerte, zum Teil leider unveröftent- 
lichte Studien gewidmet [65], [67]. 

Zweitens ist das Vorbereiten eines mathematischen Problems für die Ma- 
schine (Coding oder Planfertigung genannt) weitgehend als Spezialgebiet der 
Logik anzusehen. Es verlangt dies eine Erforschung der Struktur mathemati- 
scher Rechenprozesse und ihrer Übersetzung in die Sprache der Maschine. 
Diese Theorie ist von J. v. NEUMANN und HERMANN H. GOLDSTINE [24] ent- 
wickelt worden; unser $ 4 ist ihr gewidmet. 

Drittens können die in Rechenautomaten verwendeten elektrischen Schal- 
tungen durch die Symbole des logistischen Aussagenkalküls beschrieben wer- 
den ($ 5), und logistisches Rechnen kann daher bei der Planung von Schal- 
tungen helfen. Dies weniger a priori als a posteriori, wenn es sich darum handelt, 
festzustellen, ob in einer fertigen Schaltung Elemente eingespart werden kön- 
nen. Theorien dieser Art sind von C. E. SHANNON [48] aufgestellt worden!) ; 
AIKEN hat sie durch Herstellung von Tabellen zu einem gebrauchsfähigen 


| Instrument bei der Planung von Rechenautomaten ausgearbeitet [5]. 


1) Vgl. auch [21], [43]. 
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1.5. Es ist reizvoll, das Leitwerk eines Rechenautomaten mit dem zentralen 
Nervensystem eines lebenden Organismus zu vergleichen und aus diesem Ver- 
gleich zu lernen. N. WIENER [56] ist diesen Beziehungen unter sehr allgemeinen 
Gesichtspunkten nachgegangen. Es zeigt sich aber, daß sich bis heute aus 
einem solchen Vergleich für die Konstruktion und Anwendung von programm- 
gesteuerten Maschinen noch kein merklicher Gewinn ergibt. Jede heutige Ma- 
schine ist der Typus eines mechanisch-elektrischen Systems, dessen Ablauf voll- 
ständig determiniert ist. Sein Zustand zu irgendeiner Zeit ¢ ist vollständig be- 
stimmt durch den Zustand zur Startzeit {,. Oder um es anders zu sagen: Eine 
Maschine besitzt niemals Phantasie. Während der Rechner jederzeit ein Urteil 
über die Plausibilität seiner Rechnung hat, fehlt der Maschine vollständig die 
Bezugnahme auf eine äußere Realität. Für sie gibt es nur einen amorphen 
Haufen von Zahlen im Speicher, den sie auf äußeren Zwang hin — nämlich 
nach dem Rechenplan — verarbeiten muß. 

1.6. Ein kurzer historischer Überblick über die Entwicklung der Rechen- 
automaten hat mit den Arbeiten von CHARLES BABBAGE aus London einzu- 
setzen, der um 1850 den Gedanken der Programmsteuerung entwickelt und 
teilweise in seiner rein mechanisch arbeitenden «Analytical Engine» verwendet 
hat. Bis 1938 wurden dann fast ausschließlich die Bürorechenmaschinen ver- 
vollkommnet und Analogiegeräte für die verschiedensten Spezialzwecke ge- 
baut. Die anschließenden vier Jahre sind gekennzeichnet durch den Bau von 
Rechenautomaten, die elektromagnetische Relais als Schaltelemente benutzen. 
(USA. 1943 Relay calculator der Bell Telephone Laboratories. 1944 AIKENS 
«Mark I» unter Zusammenarbeit mit der «International Business Machines 
Corp», wobei noch mechanische Zählwerke dieser Firma verwendet wurden. 
In Deutschland 1945 Zuses im Dualsystem rechnende Relaismaschine mit 
mechanischen Speichern.) Eine Pionierleistung cisten Ranges war dann die 
schnelle und vollständig elektronisch arbeitende ENIAC, die 1945 von der 
Moore School of Electrical Engineering der University of Pennsylvania fiir die 
Zwecke der amerikanischen Armee von J. PRESPER ECKERT, JOHN MAUCHLY 
und HERMANN H. GOLDSTINE gebaut worden ist [57]. Die seitherigen Entwick- 
lungen sind in technischer Hinsicht hauptsächlich durch das Bestreben gekenn- 
zeichnet, die Speicher zu vervollkommnen (vgl. § 5). Wahrend die ENIAC 
nur zwanzig zehnstellige Zahlen als elektrische Zustände von Elektronenröhren 
speichern konnte, haben moderne Maschinen schon eine Speicherkapazität von 
mehreren tausend Zahlen. Andererseits soll die Suchzeit verringert werden. (Dies 
ist die Zeit, welche die Maschine braucht, um eine Zahl aus dem Speicher abzu- 
lesen und ins Rechenwerk zu bringen.) Diese Suchzeit bestimmt nämlich im 
wesentlichen die Arbeitsschnelligkeit der Maschine überhaupt. 

In Europa setzen die neueren Konstruktionen zuerst in England ein. 
(F. C. WILLIAMS entwickelt Speicher aus gewöhnlichen Kathodenstrahlröhren, 
Maschinen werden im National Physical Laboratory von TURING und WILKIN- 
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‚son gebaut und an der Universität Cambridge von WILkEs.) Frankreich 
 (L. Courrienat [44]), Belgien und Holland bauen Maschinen; Schweden und 
die Schweiz besitzen je eine Relaismaschine. 

Wir können hier aus Platzgründen nicht auf alle neueren amerikanischen 
Konstruktionen eingehen; wir haben statt dessen die uns zugänglichen Infor- 
mationen in den Tabellen auf S. 291— 294 zusammengestellt. 

1.71. Der Rest dieses einführenden Kapitels sei den Anwendungen der pro- 
grammgesteuerten Maschinen gewidmet. Da die Maschine in arithmetischer 

| Hinsicht nur addieren, multiplizieren und vielleicht dividieren kann, ist sie nur 
in der Lage, Probleme zu bearbeiten, die arithmetisiert, das heißt in eine Kette 
von solchen Grundoperationen aufgelöst sind. Eine wesentliche Ergänzung 
dieses Sachverhalts ist allerdings zu betonen. Die Maschine kann auch annä- 
hernd ein Resultat a auswerten, das mathematisch als Grenzwert einer Folge von 
‚Zahlen a, erscheint, von denen jede einzelne durch eine endliche Kette von 
| Grundoperationen errechenbar ist. Man wird eben bei einem genügend hohen 
: Wert von n die Folge abbrechen. Den so entstehenden Fehler wollen wir als 
| Abbrechfehler (truncation error) bezeichnen. Von dieser Art sind viele Iterations- 
und Reihenentwicklungsprozesse der Mathematik. Sie eignen sich besonders gut 
| für Rechenautomaten, wenn die Berechnung eines Gliedes 4, der Folge immer 
nach derselben Rechenvorschrift unabhängig von n geschieht und nur die 
Werte in dieser Rechnung mit # variieren. Man kann dann nämlich für alle a, 
denselben Unterrechenplan (vgl. $ 1.2), also dieselbe Befehlsreihe, verwenden. 
(Auf vielen Maschinen erscheint ein solcher «zyklischer» Unterplan als zu 
einem Band ohne Ende zusammengeklebter Lochstreifen, so daß er beliebig 
oft ablaufen kann.) Dieselbe Situation tritt in etwas anderer Form dann auf, 
wenn die a, selbst gesuchte Resultate und etwa durch eine Rekursionsformel 
untereinander verknüpft sind (Integration einer Differenzengleichung). 

Zusammenfassend ist also ein Rechenautomat — im Gegensatz zum Analo- 
giegerät — eine diskontinuierlich rechnende Maschine, die Rechenstrukturen 
bevorzugt, die weitgehend zyklisch sind. Aus diesem Grund ist die Differenzen- 
rechnung, als Ersatz der Differentialrechnung, ein grundlegendes theoretisches 
Hilfsmittel des mit einem Automaten arbeitenden Mathematikers. 

1.72. Die Prüfung der Zweige der numerischen Mathematik ergibt folgende 
Auswahl von Teilgebieten, die sich für maschinelle Behandlung eignen. 

1.721. Tabellierung von Funktionen, die durch Reihen, Integrale oder andere 
Grenzprozesse definiert sind. Als durchgeführte Arbeiten sind vor allem die 

_ Tabellenwerke der Harvard University zu nennen [2]. 

Nach einem Vorschlag von Prof. S. BERGMANN (Harvard) sollte man nun 
auch an Tabellen von Funktionen zweier Variablen gehen. Er denkt dabei in 
erster Linie an seine Kernfunktionen oder Greenschen Funktionen für ebene 
Gebiete, die in der Technik öfters auftreten (Querschnitte von Staumauern oder 
dergleichen). Wichtige Beispiele für Tabellen sind die astronomischen Epheme- 
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riden für die Bewegung der Himmelskörper. Auf der New-Yorker Maschine 
SSEC der International Business Machines Corp. wurde zum Beispiel eine 
Mondephemeride gerechnet, wobei die Auswertung eines Mondortes nach der 
berühmten, ungefähr 50 Seiten langen Mondformel nur 7 Minuten benötigt [32]. 

Maschinen müssen aber auch Funktionstabellen für ihre Rechnungen heran- 
ziehen können. Man führt dies heute meistens so durch, daß man einen ziem- 
lich groben Satz von Funktionswerten in den Speicher gibt und dann die 
Maschine mit höheren Differenzen interpolieren läßt. Einige Geräte besitzen 
noch besondere Lochstreifen für die Eingabe von Funktionen. 

1.722. Besondere Aufmerksamkeit wurde dem Auflösen von Systemen linea- 
rer Gleichungen mit vielen Unbekannten geschenkt. Neuere Rechenautomaten 
können etwa 30 Gleichungen in einer Stunde bewältigen. Rechnet man nach 
einer der Eliminationsmethoden, so hat man wieder die typische Auflösung in 
sich dauernd wiederholende zyklische Unterpläne. Die Theorie der maschinellen 
Gleichungsauflösung wurde hinsichtlich der Methoden und der Genauigkeits- 
fragen von V. NEUMANN, GOLDSTINE und BARGMANN [40] entwickelt. Eng 
damit hängen die übrigen Algorithmen der linearen Algebra zusammen. (Multi- 
plikation und Inversion von Matrizen, Berechnung von Eigenwerten durch 
Iteration). 

1.723. Die heutigen Maschinen eignen sich besonders gut zur numerischen 
Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen und zur Behandlung der 
damit zusammenhängenden Aufgaben wie Rand- und Eigenwertprobleme und 
Probleme der Störungsrechnung. Dies liegt am linearen Charakter der digitalen 
Maschinen. Wie eine Differentialgleichung in Schritten der unabhängigen 
Variablen fortschreitet, so geht eben auch eine Maschine in kleinen zeitlichen 
Schritten vorwärts. Als wichtige Anwendungen sind zu verzeichnen die Be- 
rechnung von kritischen Drehzahlen, Lasten und Frequenzen; Stabilitätsunter- 
suchungen und Probleme der nichtlinearen Mechanik sowie die Berechnung 
von Flugbahnen in der äußeren Ballistik. 

1.724. Langsam beginnen die Rechenautomaten auch, sich das sorgenvolle 
Gebiet der partiellen Differentialgleichungen zu erobern, obwohl es schwer ist, 
die hohen Anforderungen an Speicherkapazitäten und Rechengeschwindigkei- 
ten zu erfüllen. Was zunächst die elliptischen Randwertprobleme vom Typus 
Au=0 und AAu= 0 betrifft, so lassen sich im wesentlichen zwei maschi- 
nelle Methoden finden, nämlich die Entwicklung nach Orthogonalfunktionen 
(S. BERGMANN [11]), bei denen die Differentialgleichung zum vorneherein erfüllt 
wird, und die Methoden der Variationsrechnung, bei der die Konkurrenzfunk- 
tionen den Randbedingungen genügen. Das letztere Verfahren nimmt — nume- 
risch gewendet — meistens die Form der Methode des stärksten Abstiegs an (vgl. 
H. GOLDSTINE in [39], Lectures 6, 7, 12, 18), die man sich am besten an folgen- 
dem geometrischen Bild klarmacht. Eine im Raum liegende Fläche besitze 
einen tiefsten Punkt, dem man sich ausgehend von einem auf der Fläche lie- 
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genden ersten Versuchspunkt auf einem Weg auf der Fläche sukzessive an- 
‚nähern soll. Dann wird man eben in jedem Moment des Annäherungsvorgangs 
in der steilsten Richtung, das heißt senkrecht zur Tangente an eine Niveau- 
linie der Fläche, absteigen müssen. 

Die diesbezügliche Rechentechnik ist von SOUTHWELL in England unter 
dem Namen Relaxationsrechnung entwickelt und verfeinert von W. E. MILNE 
| (Institute for Numerical Analysis, Los Angeles [53]) den Rechenautomaten an- 

gepaßt worden. 

| Im Zusammenhang mit den parabolischen Gleichungen der Diffusion und 
‚ Wärmeleitung sei die Monte-Carlo-Methode erwähnt, über die S. M. ULAM in 
[38], [53] berichtet hat und die ganz neue Perspektiven eröffnet. Sie kann im 
Zusammenhang mit den partiellen Differentialgleichungen so erklärt werden, 
daß zum Beispiel der Diffusionsvorgang eines Gases nicht in die mathematische 
Sprache einer partiellen Differentialgleichung übersetzt wird, sondern die ein- 
‚zelnen Elementarvorgänge, also das Zusammenstoßen der Gasmoleküle unter- 
‚einander und mit der Wand, im Rechenautomaten nachgespielt werden. Er 
‚muß dazu ein wesentlich neues Organ bekommen, welches Zufallswerte nach 
"einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion erzeugen kann. Auch 
die eben behandelten elliptischen Randwertprobleme wird man vielleicht ein- 
mal so lösen können; die Methode des stärksten Abstiegs ist nämlich nichts 
‚anderes als die Integration einer Wärmeleitungsgleichung (vgl. R. COURANT 
pan [52]). 

Auch Probleme der Wellenausbreitung, also hyperbolische Gleichungen, 
wurden mit Maschinen erfolgreich in Angriff genommen, wobei meistens die 
Methode der Charakteristiken verwendet wird. Dasselbe gilt für die in den mo- 
dernen Anwendungen (Gasdynamik, Ultraschall, Turbulenz, Explosionen) auf- 
tretenden nichtlinearen Probleme, bei denen man sich in näherer Zukunft von 
den digitalen Maschinen Hilfe für das Verständnis der teilweise recht schwie- 
rigen Erscheinungen erhofft [52], [53]. 

1.73. Die Existenz von digitalen Rechenautomaten hat bereits die Entwick- 
lung der numerischen Analysis weitgehend beeinflußt. Wir haben eben einiges 
in dieser Richtung erwähnt. Es kann vorkommen, daß eine numerische Me- 

 thode, der sich der Einzelrechner gerne bedient, für die Maschine völlig unge- 
eignet ist und umgekehrt. Niemand wird sich zum Beispiel auf die Monte-Carlo- 
Methode für das Rechnen mit Bleistift und Papier einlassen wollen. Bisher 
weniger beachtete numerische Methoden, wie etwa das Abkürzen einer Potenz- 
reihe durch Tschebyscheffsche Polynome oder Kettenbruchentwicklungen, ge- 
winnen an Bedeutung [27]. 
| Besonders aber beginnt nun die Theorie der Auf- und Abrundungsfehler 
entwickelt zu werden, die für längere Rechenserien mindestens so wichtig ist 
wie das bisher fast ausschließlich betriebene Abschätzen des in $1.71 definierten 
Abbrechfehlers. Beide Fehlerursachen wirken einander in der Regel entgegen, 
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und jede numerische Rechnung muB zwischen dieser Scylla und Charybdis hin- 
durchgesteuert werden. In [40] hat v. NEUMANN gezeigt, daB sich beim Auf- 
lösen von linearen Gleichungen die Rundungsfehler so anhäufen können, daß 
überhaupt keine richtige Dezimale mehr aus der Maschine herauskommt. In 
[52] gibt H. A. RADEMACHER eine Untersuchung der Fehlerfortpflanzung bei 
der numerischen Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen. Hier 
und auch speziell bei den partiellen Differentialgleichungen vom Wärmelei- 
tungstypus können die Rundungsfehler direkt numerische Instabilität bewirken, 
das heißt, ein beliebig kleiner Rundungsfehler am Anfang der Integration kann 
nach genügend vielen Integrationsschritten das Resultat beliebig stark ver- 
fälschen [54], so daß es zum Beispiel vollständig unmöglich wird, eine gegebene 
Randbedingung am hintern Ende des Integrationsintervalls zu erfüllen (vgl. 
auch [39], Lecture 5). Dies hat v. NEUMANN veranlaßt, ein Verfahren zu ent- 
wickeln, um die Randbedingungen (abgesehen von einer einzigen) am hinteren 
Ende auf das vordere Ende zu verschieben, wobei allerdings die Ordnung der 
Differentialgleichung erhöht wird. C. BRAMBLE hat mit Hilfe von «Mark II» 
Rundungsfehler empirisch untersucht [53]. Über andere numerische Unter- 
suchungen berichtet C. V. L. Smrrx [50] (speziell Arbeiten von A. SARD). Vgl. 
ferner MTACH. 

1.74. Neben den direkten Anwendungsgebieten der Mathematik (Versiche- 
rungsmathematik, theoretische Physik, Geodäsie und Geophysik, Technik) 
haben auch schon etwas ferner liegende Wissenschaften sich für digitale Ma- 
schinen interessiert. In Princeton wird zum Beispiel die Entwicklung einer 
rechnerischen Wetterprognose versucht, indem, ausgehend vom gemessenen 
Zustand der Atmosphäre in den Punkten einer vertikalen Front, die Differen- 
tialgleichungen der Physik der Atmosphäre integriert werden. [52] und [53] ent- 
halten Berichte der Anwendung von Rechenautomaten auf die mathematischen 
Modelle der Nationalökonomie. 

Als Abschluß mag für den Leser die folgende kleine Liste nicht uninteressant 
sein. Sie enthält Probleme, in deren Lösung auf digitalen Maschinen die Ver- 
fasser Einblick hatten: 


SSEC-Maschine, New York. Ausbreitung einer von einem Zentrum O aus- 
gehenden kugelförmigen Explosionswelle in einem kompressiblen Medium, dessen 
Materialeigenschaften Funktionen des Abstandes von O sind. 

Lösung der bei der Berechnung einer Poiseuille-Strömung auftretenden Eigen- 
wertprobleme. Berechnung von Atomspektren. 

Mark-I-Maschine (Harvard). Auswertung der funktionentheoretischen Lösung 
für das Strömungsfeld einer schief angeströmten unendlich langen Platte (Frei- 
strahlproblem). Störung der Temperaturverteilung in einem zylindrischen Stahl- 
körper durch den Einbau eines Thermoelements. Bestimmung der Eigenwerte 
Mathieuscher Differentialgleichungen. 


1) Die Zeitschrift «Mathematical Tables and other Aids to Computation» (sie enthält viele Bei- 
träge über Rechenautomaten und numerische Methoden). 


| 
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§ 2. Organisation und Arbeitsweise 


2.1. In Fig. 76 ist versucht worden, das Prinzipschema eines Rechenauto- 
maten aus der Fig. Ta zu entwickeln, welche die Arbeit eines Rechners dar- 
stellt, der einen längeren Rechenauftrag mit Büromaschine, Bleistift und Papier 
und eventuell unter Beiziehung einer Funktionstabelle (trigonometrische Ta- 
belle usw.) erledigen muß. Wir überlassen es dem Leser, der Analogie im ein- 


Instruktionen Ausgangswerte Resultate 
| Notizblatt 
Funktionstafel Bürorechenmaschine 


i 


Fig. la 


Schema der Arbeit mit einer Bürorechenmaschine. 


zelnen nachzugehen; Organe, die in der einen Figur dieselbe Funktion haben 
wie in der andern, wurden an entsprechender Stelle gezeichnet. Wir begniigen 
uns daher damit, im folgenden die einzelnen Teile eines Rechenautomaten zu 
besprechen, wobei auf § 5 hingewiesen sei, in dem diese Teile vom technischen 
Standpunkt aus eingehend behandelt werden. 

2.2. Dem ganzen Komplex übergeordnet ist das Leitwerk (vgl. § 1.1), dessen 
elektrische Einrichtung man am besten mit derjenigen einer vollautomatischen 
Telephonzentrale vergleicht, mit dem Unterschied, daß zu den dort verwen- 
deten Relais und Schrittschaltern für schnelle Schaltoperationen Elektronen- 
röhren hinzutreten. Das Leitwerk liest die Befehle in der nötigen Reihenfolge 
ab und löst durch elektrische Einzelsignale oder Signalfolgen in den übrigen 
Teilen der Maschine die erforderlichen Operationen aus. 
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Das Rechenwerk führt die arithmetischen Grundoperationen aus. Normaler- 
weise kann es zwei Zahlen addieren, subtrahieren, multiplizieren und bei einigen M 
Maschinen auch dividieren. Im Gegensatz zu früheren Konstruktionen (Mark I, 
ENIAC) ist bei den heutigen Automaten das Rechenwerk nur in einer Ausfüh- 4 
rung vorhanden; es kann also nicht — wie etwa bei den Lochkartenmaschinen — 
in mehreren Zählwerken parallel gearbeitet werden. 


Lochstreifen für 


Befehle Zahlen 


Resultate 


ve 


Hauptplan 
n-ter Unterplan 


Ausgangswerte 


| 
SPEICHERWERK 


Leitwerk 
Befehle | Zahlen 


Rechenwerk 


Fig. 10 
Blockschema eines Rechenautomaten. 


Im Zusammenhang mit dem Rechenwerk soll noch auf die elektrische Dar- 
stellung der Zahlen in der Maschine hingewiesen werden. Jede Zahl, jeder Befehl 
und überhaupt jede Information erscheint im Automaten als Folge elektrischer 
Impulse, die zeitlich hintereinandergestaffelt durch die elektrischen Leitungen 
ziehen. Dabei ist nicht die Größe des Impulses bedeutsam, sondern nur, ob an 
der betreffenden Stelle ein Impuls vorhanden ist oder nicht. Die Darstellung 
der Zahlen erfolgt also durch Ja-Nein-Werte. Eine 10stellig dezimal geschrie- 
bene Zahl kann durch ungefähr 40 Ja-Nein-Werte dargestellt werden (vgl. $ 3.2), 
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oder — in der Sprache der Maschine — durch 40 Signale, die wie ein Morse- 
telegramm in einem Draht weitergeleitet werden. Natürlich kann man auch 
tatt dessen etwa ein Bündel von 4 Leitungen verwenden, die 40 Ja-Nein-Werte 
auf 4 Gruppen zu je 10 verteilen. Die 4 Gruppen können dann gleichzeitig ge- 
endet werden. Die Maschine arbeitet dann hinsichtlich der Gruppen parallel, 
bezüglich der 10 Impulse einer Gruppe aber in Serie. Die Übersetzung der von 
der Außenwelt kommenden Worte (dezimal geschriebene Zahlen oder als Zahlen 
verschlüsselte Befehle (vgl. $ 1.1) in die Sprache der Ja-Nein-Werte geschieht 
in einem speziellen Gerät, das entweder in dem Automaten eingebaut oder als 
usatzgerät ausgebildet ist. Dasselbe gilt für das Zurückübersetzen beim Ab- 
liefern von Resultaten. 

Der Speicher dient zur Aufbewahrung von Zahlen (Anfangswerte der Rech- 
ung, Zwischenresultate, Ergebnisse) und eventuell von Befehlen (vgl. $ 1.2). 
Er ist das Archiv aller Angaben, die in der Maschine überhaupt eine Rolle spie- 
len. Auch hier erscheinen alle Angaben als Ja-Nein-Werte. Die Kapazität wech- 
elt bei heutigen Maschinen zwischen 100 und 10000 zehnstelligen Dezimal- 
zahlen. Präzisierend muß hinzugefügt werden, daß nur diejenigen Informatio- 
nen in den Speicher gegeben werden, die kurzfristig wieder verfügbar sein 
müssen. Größere Mengen von Zwischenresultaten, die erst in einem späteren 
Arbeitsgang («run») der Maschine gebraucht werden, verlassen dieselbe und 
‚werden außerhalb in einem dußern Gedächtnis (etwa in der Form von Loch- 
karten, Lochstreifen oder Stahlband) magaziniert. Die hohen Anforderungen 
betreffend Einhaltung einer kleinen Suchzeit (vgl. $1.6) haben verschiedene Kon- 
strukteure veranlaBt, den Speicher aufzuteilen in einen schnell und elektronisch 
arbeitenden Speicher geringer Kapazität und weitere Speicher großer Kapazität, 
die langsamere Schaltelemente (Relais) verwenden und daher größere Suchzeiten 
aufweisen. Man kann diese Zwischenspeicher als Übergänge vom schnellen 
Speicher zum äußeren Gedächtnis ansehen. Außerdem sind vielfach Konstanten- 
register eingebaut. Es sind dies Speicher für vielgebrauchte Zahlenwerte (etwa 
(2, e, x usw.), aus denen abgelesen, in die aber nicht eingegeben werden kann. 

Eingang und Ausgang bilden die Verbindung des Rechenautomaten mit der 
Außenwelt und bestehen aus Abtastern für die einlaufenden Lochstreifen oder 
magnetischen Bänder und aus Lochern bzw. Schreibwerken für die auslau- 
fenden. Neuere Maschinen besitzen im Zahlenein- und -ausgang stets mehrere 
unabhängig oder gekoppelt laufende Streifen und ebenso im Befehlseingang 
für den Hauptrechenplan und die verschiedenen Unterpläne (vgl. $ 1.2). Nor- 
malerweise sind am Ausgang noch einige elektrische Schreibmaschinen ange- 
schlossen, die Resultate in Tabellenform niederschreiben. Schließlich können 
auch Zahlen und Befehle von Hand eingetastet werden und Resultate von 
‘Signallampen abgelesen werden. Der Automat kann also wie eine Bürorechen- 
maschine verwendet werden, was insbesondere bei Kontrollrechnungen zur 
IBeseitigung von Störungen erwünscht ist. 
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Eine Reihe von Zusatzgeräten, deren Arbeit örtlich und zeitlich von der- 
jenigen des Rechenautomaten getrennt ist, sind noch zu nennen. Sie bestehen 
vor allem aus den Geräten zum Lochen der Streifen des Zahleneinganges und 
zum Ablesen der Resultate von den Streifen des Ausganges. Die Befehlsstreifen - 
wurden früher ebenfalls in einem Handlocher hergestellt, so daß das Bedie- 
nungspersonal die Verschlüsselung von Instruktionen durch Zahlen (den 
«Code») kennen mußte. Neuerdings wird diese Arbeit durch ein Planfertigungs- 
gerät (vgl. $ 1.3) besorgt. Hinzu treten die Einrichtungen für das äußere Ge- 
dächtnis, die etwa in einer Ausrüstung von Lochkartenmaschinen bestehen 
können. Die Zusammenarbeit der Zusatzgeräte mit dem Automaten ist richtig 
zu organisieren; zum Beispiel kann auf dem Planfertigungsgerät ein neues / 
Problem vorbereitet werden, während der Automat eine andere Aufgabe # 
rechnet. 

2.3. Die Beschreibung der Arbeitsweise fällt etwas verschieden aus, je nach- » 
dem ob ein Befehlsspeicher (vgl. $ 1.2) vorhanden ist oder nicht. Im erstern + 
Fall beginnt die Tätigkeit des Automaten damit, daß die Befehle vom Streifen 
abgelesen und in den Speicher eingeführt werden (ausgezogene Pfeile der 
Fig. 1b). Jede Zelle des Befehlsspeichers enthält dann einen Befehl. Ein in die | 
Maschine eingebauter Befehlszähler (sequence counter), den man am besten mit 4 
der Mutteruhr einer elektrischen Uhrenanlage vergleicht, ruft nun die einzelnen # 
Zellennummern in ihrer natürlichen Reihenfolge auf; der in der Zelle enthaltene | 
Befehl wird abgelesen und vom Leitwerk ausgeführt. Diese normale Arbeit des 4 
Befehlszählers wird modifiziert, wenn er (etwa nach Abgreifen der Zellen 1 bis | 
100) auf einen Sprungbefehl (vgl. $ 1.2) stößt, der in der Zelle 101 enthalten ist. 4 
Dieser Sprungbefehl kann lauten: «Der Zählerstand des Befehlszählers ist auf 
325 zu stellen.» Dies wird ausgeführt, so daß dann der Befehlszähler beim näch- 
sten Schritt nicht den Befehl in Zelle 101, sondern denjenigen in Zelle 325 auf- | 
ruft, was zum Beispiel den Übergang zu einem andern Unterrechenplan bedeu- | 
ten kann. Im Falle von bedingten Sprungbefehlen muß auch das Rechenwerk | 
den Stand des Befehlszählers beeinflussen könnent). Diese Organisation der 
Maschine erlaubt ein sehr flexibles Springen von einer Befehlsreihe zur andern. 

Bei den Automaten ohne Befehlsspeicher ist für jeden Unterplan ein separa- 
ter Befehlsstreifen im Eingang der Maschine vorzusehen. Die Befehle werden 
direkt von einem dieser Streifen abgetastet, ausgeführt, und dann wird der 
Streifen um eine Zeile weitergerückt (gestrichelter Pfeil in Fig. 15). Ein Sprung- 
befehl bewirkt entweder das Weiterlaufen des Streifens ohne Ausführung der 
dabei durchlaufenen Befehle und Wiedereinsetzen bei einem späteren Befehl 
oder dann den Übergang auf einen anderen Befehlsstreifen. 


1) Gelegentlich werden auch Befehle mit leerer Adresse (vgl. $ 1. 2) benutzt, also zum Beispiel: 
«Springe auf den Befehl in Zelle ....». Die Leerstelle kann dann auch durch eine von der Maschine 
selbst gelieferte Zahl ersetzt werden, zum Beispiel — wenn eine Befehlsreihe unterbrochen, aber 
später wieder aufgenommen werden soll — durch den Zählerstand des Befehlszählers beim Abbruch 
dieser Reihe (vgl. auch $ 4. 6). 
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Beitrage zur Hitzdrahtmethode 


Von G. DATWYLER, Ziirich 


1. Die angenäherte Vorausberechnung der Betriebsdaten 
von Hitzdrahtsonden 


Bis heute bestand in dieser MeBtechnik insofern eine Liicke, als es nicht 
möglich war, den Betriebszustand eines gegebenen Drahtes für gegebene Be- 
triebsbedingungen vorauszuberechnen. Ferner fehlte die Möglichkeit, den 
Einfluß des Drahtmaterials sowie des Drahtdurchmessers auf diese Betriebs- 
eigenschaften klar zu erkennen. 

Die nachfolgenden Ausführungen sollen diese Lücke schließen helfen. Sie 
stellen insofern nur eine Näherung dar, als Wärmeverluste weder durch Ablei- 
tung an den Enden noch durch Strahlung berücksichtigt sind. Bei den praktisch 
vorkommenden Temperaturen sind die Strahlungsverluste prozentual gering. 
Die Endeinflüsse sind durch BETcHov!) berechnet worden. Die nachfolgenden 
Resultate gelten somit eigentlich für endlich lange Ausschnitte aus unendlich 
langen Drähten mit konstanter Temperatur längs ihrer Achse. 

Die Berechnungen gehen aus von der Wärmebilanz des Drahtes 


O 239 12 Tie iC DJs 
worin 
© — Nu A„[D = Wärmeübergangszahl, Mittelwert für den Drahtumfang 
À = Wärmeleitfähigkeitszahl der Luft 
"D = Drahtdurchmesser 
Nu = Nusseltsche Kennzahl = c, (Re)” 
Re = Reynoldssche Kennzahl = U D/y,, 
U = Strömungsgeschwindigkeit 
y = kinematische Zähigkeit der Luft = 7/0 
e == Luftdichte 
n = dynamische Zähigkeit der Luft. 


Der Index m weist darauf hin, daß die betreffende Größe mit ihrem Integral- 
mittelwert zwischen den Temperaturgrenzen 


t — Temperatur des Drahtes 
t, = Temperatur der Luft (Index a) 


1) R.Bercuoy, L'influence de la conduction thermique sur les anémomètres à fils chauds, Proc. 
Koninkl. nederl. Akad. Wetensch. 51, Nr. 6, 721-730 (1948). 
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einzuführen ist, z. B. 


| t 
1 : 
Am = Se À dt. 
la 
Die in der obenerwähnten Beziehung 
Nw = Cy (Re) 


auftretenden Konstanten cy und n sind von der Größenordnung der Reynolds- 


7 2 4 6870 2 4 6 870 22 40 60 80700 200 400 600 1000 


Fig. 1 


schen Zahl abhängig. ULSAMER) gibt dafür die Werte 


Re os n 
O,lbis 4 0,875 0,305 
4 bis 50 0,764 0,41 
50 bis 1000 058% 0,50 


Der Wert # = 0,50 ist aus der Kingschen Gleichung wohlbekannt?). Fig. 1 ver- 
anschaulicht die Beziehung Nu = cy (Re)* im angeführten Bereich. 


1) J. ULSAMER, Die Wärmeabgabe eines Drahtes oder Rohres an einen senkrecht zur Achse strö- 
menden Gas- oder Flüssigkeitsstrom, Forschung 3, H. 2, 94-98 (März/April 1932). 
2) Siehe z. B. J.M. Burcers, Hitzdrahtmessungen, in: WIEN-HARMS, Handbuch der Experimen- 


talphysik, Bd. 4, 1. Teil (1931), S. 637-667. 
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1. Berechnung des Heizstromes I 


Aus den Beziehungen 


0,239 72 R=fxDL (t—t,) 


Am 
G = Nu D 
Vf 
Re ADs (1 + ot) 
folgt 
_ aD Am Nu (t — ty) 
elfen ed, ae 
WO 


r, — spezifischer Widerstand des Hitzdrahtmaterials bei 0°C (Index 0) 

L = Lange des Hitzdrahtes 

&, = Temperaturkoeffizient des Widerstandes des Hitzdrahtmaterials, auf 
die Temperatur 0° C bezogen. 


Bei gegebenen Werten ¢ und #, sind für einen Draht vom Durchmesser D, 
aus einem durch die Werte 7, und «&, charakterisierten Material, die Werte A,,, 
Re und Nu für jeden Wert von U gegeben, so daß J berechnet werden kann. 


2. Spannungsabfall E/L pro Längeneinheit des Drahtes 
Aus 
PENSER 
ergibt sich 


le Nu (t = t4) (1 + % 4) % 
ny 0,239 3 


Falls der Strom J schon bekannt ist, dann ist es bei gegebener Temperatur ¢ des 
Hitzdrahtes einfacher, den Quotienten E/L aus der Beziehung 


Pal Fa, (le od 
NE a D?/4 
zu berechnen. 


3. Zeitkonstante M 
Aus der Beziehung!) 


M = const x au 


und der etwas umgeformten Wärmebilanzgleichung 


R-R 
Ze a 
vB zent ne 


1) G. DÂrwyLer, Details théoriques et pratiques de la methode du fil chaud, Congr. nat. Aviation 
frang. 1946, Rapport Nr. 42/500, S. 7. 
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‚folgt nach Differentiation 


daR _ 2E 
al PR ae i 
const |{ R _ IR (R Ru)| 
"Mit 
= (UD) A 
> D (Ym) 


‚und den Näherungen (siehe Fig. 2 und 3) 
Am = 4a + a (t — ty) =Ay t+ a (E+ ty) 
Ym = Va + b (é mr ta) =o b (¢ > ta), 


1/00 A ; 100 A, m 


| | b=4l0° 


200 2m° 300° an 30° 


2 
DT were, (LE) 
= b2=760 mm Hg 


70 t,-40 
60 300° 
200° 
50 100° 
| 7° 
491 
a) 
20 
| 
| 10} 
las | i EEE 
ZI DET 7 300° 490° 500° 
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G. DATWYLER 
ergibt sich 
AE 2 RR, 
Car (UD) 2er Ts 
Peel ln BER Be: 
D PRE \ 
ee 
Daraus der Differentialquotient 
at C a N b ) 
aR © Fa An mm 
und weiter 

aR _ QME) NE Vo ei 
a re nen =] 

an ee ER, Er Yin 
Nach Ersatz von R durch ¢ und von £ durch A, und Nu, folgt 

DY 2 
DEZ 

ME NE 

Am Nu 

wo 


| er 


a SURENT 
d'a 5 
y = spezifisches Gewicht des Hitzdrahtmaterials, 


s = spezifische Wärme des Hitzdrahtmaterials. 


en 


À Pi Nu 


Für ganz schwach geheizte Drähte, d.h. für J > 0 bzw. t > t,, ergibt sich 


a 


Dieser Wert ist von Bedeutung bei der Messung von Temperaturschwankungen 
in Strömungen, wobei der Draht die Empfindlichkeit 


dE 
besitzt. 


Die direkte Lösung des Problems, für einen gegebenen Draht im Luftstrom 
U die Werte E/L und M in Funktion des Stromes J zu berechnen, ist umständ- 


lich. Schon die Berechnung der Temperatur ¢ in Funktion des Stromes J führt 

auf eine unübersichtliche Beziehung. Es ist deshalb einfacher, den Wert der 

Temperatur ¢ durch Probieren aus der Beziehung 

; 0,2 39 2 © 2 : 

OT Dg NO GED 2)2 

1 Ser 
04, Nu (x D/2)? 


pan 


=i 
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u berechnen, wobei man mit geschätzten Werten für À, und Nu beginnt, wenn 
aôtig iteriert, um schließlich die Größen E/L und M nach obigem zu bestimmen. 


4. Die Empfindlichkeit dE|dU 
Mit den bekannten Beziehungen für E/L, Nu und R — R(t) erhält man 


R 1/n 
ue en Me. 
Sn "m | An (R = Fa) 
und 
ae U = a (1 + a ¢g) 
dR X Ron | Vm Am (1 + œt) (t- = i 


a J = konstant vorausgesetzt ist, wird 


dE 1 1 I 
dU Fier ime ICE 
dE TdR ar 


Xo N 
dE WE ish ees ee 
qu cll wh. ce PS 
| Pm Am (1 + Gq t) (E — la) 
‚oder 
dE CET 
wu T+ ai 
Tr ET UE 1 + at, 


5. Einfluß des Drahtmaterials und -durchmessers 


Mit den obigen Ausdrücken läßt sich auch der Einfluß anderen Drahtmate- 
rials oder eines anderen Drahtdurchmessers auf die Betriebsdaten von Hitz- 
drähten bestimmen. 

Hier seien bloß die Beziehungen für verschiedene Drahtdurchmesser aufge- 
führt, die dann besonders einfach und übersichtlich sind, wenn für beide Draht- 
durchmesser der gleiche Reynolds-Zahl-Bereich gilt. 


a) Strom I: 7 = yo": 
b) Spannung E: = = CIRE 
c) Zeitkonstante M : a =)": 
d) Empfindlichkeit e: His 
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Das heißt, daß für jeden der drei in Fig. 1 und der zugehörigen Tabelle ange- 


führten Bereiche der Reynolds-Zahl diese «relative Empfindlichkeit» e vom 
Drahtdurchmesser unabhängig ist. 


2. Eine praktische und genauere Methode zur experimentellen 


Bestimmung der Hitzdrahtempfindlichkeit bei Turbulenzmessungen — 


Im Bestreben, bei Turbulenzmessungen die Empfindlichkeit der Hitzdraht- 


sonde auf möglichst einfache Art direkt an der Meßstelle zu bestimmen, hat der — 


Verfasser in einer früheren Veröffentlichung?) die Beziehung 


eee as 4e 


(0.6) 


abgeleitet. Neben schon bekannten Symbolen bedeuten darin 


u = Vu2/U = quadratischer Mittelwert der turbulenten Schwankungen 


(Langskomponente) 
u = Momentanwert der Schwankungen 


e — Effektivwert der elektrischen Spannungsschwankungen des Hitz- 
drahtes 


EI = dem Hitzdraht zugeführte Heizleistung im Winde U 
(ET), dem Hitzdraht zugeführte Heizleistung bei abgestelltem Winde 


(U = 0), bei gleicher Hitzdrahttemperatur bzw. gleichem Wider- | 


stand wie im Wind. 


Diese Beziehung erlaubt, die Empfindlichkeit OR/OI durch Änderungen des 
Heizstromes J zu bestimmen und beseitigt so die bisher übliche umständliche 
Eichung durch Änderungen der Windgeschwindigkeit U, die meistens einen 
besonderen Eichkanal verlangte. Bei der neuen Methode braucht die Windge- 
schwindigkeit überhaupt nicht bekannt zu sein. 

Nachfolgend soll ein Weg beschrieben und begründet werden zur einfachen 
und raschen experimentellen Bestimmung des Quotienten OR/0/, der vor 
allem auch ein genaueres Resultat ergibt als etwa der aus kleinen Änderungen 
AI des Heizstromes berechenbare Differenzenquotient AR/AT. 

Zur Ableitung obiger Auswertungsformel war die Wärmebilanz für Hitz- 
drähte in Form der vollständigen Kingschen Gleichung (siehe Fußnote 2, S. 299). 


I?R={A[l+a(¢—#,)]+ Blt +5@-1)]VU}e- 1) 


1) G. DätwyLer, Zwei Beiträge zur Hitzdraht-Meßmethode, Helv. Phys. Acta 15, H. 3, 266 bis 
979 (1942). 
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benützt worden, mit den Konstanten A, a, Bund b. Oft wird die lineare Kingsche 
Gleichung 


I27R=(A+ BYU) (t—t,) 


benützt, die für begrenzte Bereiche von U gilt. 


FU) 


Fig. 4 Fig. 5 


Die Konstanten a und b der Kingschen Gleichung sind von verschiedener 
(rôBenordnung. KING hat auf theoretischem Wege die Werte abgeleitet 


a = 0,00114 , 
b == 0,00008 . 


ts erscheint somit angebracht, im für Hitzdrähte praktisch zulässigen Tempe- 
raturbereich ¢ < 700° C 5 gegenüber a zu vernachlässigen. So ergibt sich die 
rweiterte Kingsche Gleichung 


| RNA rer 1) + BV} @—24). 
Mit 

R= R,[1 + La = t,)] 
folgt daraus 


pR={A(1+2.=5- = 


R, = ES Vu) == R 


a 


In graphischer Darstellung ergibt die lineare Gleichung mit À = const als 
[Parameter das Geradenbüschel der Fig.4, während die erweiterte Gleichung 
(die Geradenschar der Fig. 5 liefert. 

Aus den beiden Varianten der Kingschen Gleichung läßt sich nun der Dif- 
ferentialquotient OR/0/ wie folgt berechnen. 

a) Aus der linearen Gleichung ergibt sich 


OR 22 RoR, 
I m ee. 


‚ZAMP 1/20 
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Der Quotient (R — R,)/R, wird nun wie folgt bestimmt!). 
Aus den Kingschen Gleichungen für zwei Heizstrôme J und 7* folgt 


Pr * 
E* I* 2 ao _ 
Ro = Sepa ee ET 
Mit der wohl einfachsten Wahl 
YA 
Se 
Ao 2 
vereinfacht sich die rechte Seite zu 
By ae 
ren 
wo 
E 
€ — E* = 2 
Daraus folgt die einfache Beziehung 
RER 
lee 2 
R, ei ) 
und 
OR 4 R 4 
ee 
Die Auswerteformel lautet somit 
7 3e 1 
er Era 
(a) [1 er | 


Mit 

CES HE 
-(f) 

folgt schlieBlich 


é 
Le 
u = 2 


a] 


ZAMP 


Den Zusammenhang /,(R) bei abgestelltem Wind (U — 0) nimmt man 
praktischerweise für den gesamten Bereich des Widerstandes R ein für allemal 
auf. Dabei ist zu beachten, daß Druck und Temperatur der Luft bei abgestell- 
tem Wind gleich sind wie (im Stauzustand) beim Messen. Hievon abweichende 


Fälle werden später besprochen. 


1) Nach einem Vorschlag von W. AMREIN, Zürich. 
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b) Die erweiterte Gleichung und der daraus gleich wie oben abgeleitete Dif- 
ferentialquotient 
a at eR = 1 


a 


TI De FE EN el Aa 
re | i ER, 


werden dadurch linearisiert, daß das Zusatzglied von À mit Hilfe des oben ge- 
fundenen Ausdruckes 


D 


re 


[Dies führt auf 


PR={4ll¢+2.3(-2|+BV0|= “a 
and 
the Ee eR 1 
ol FE 1 [2 Dale a (ery 
ita [Fle 2)| 23R 


a 2 / RER 
ER=EI=-[Al1+ Ze 2|+ 3/0) Ze, 
ieee a a 2 R*_R, 
(5) Re=E*>=[4[1+ 2-3 e*—2)|+ BYU] ae 
Ks ist 
een 


re E** analog zu E* dem Werte J** = I*/2 = 1/4 zugeordnet ist. e* kann 
vechnerisch wie folgt aus der linearen Kingschen Gleichung durch einen Aus- 
truck mit e ersetzt werden. 


Es ist 
EAU) * = F(U) 2 (e-2), 
E*(>) = F(U) ie He Fler = 2) 
Daraus 
e* 2= _ 
und 
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Eingesetzt ergibt sich 


Br Al > 


ref er 


Zur Abkürzung sei gesetzt 


Aalı+ —e 2)]=%, 
a 2 e— 2 
A(1+ ee je 
Somit 
R 
EI= (@+ BVO) “ yet 
er ee 
Mit 
VS 2 R 
A+BVO-E- 
FR 
folgt 
IR 
DI=-6 5%, 
PACE et 
Daraus 
Ô Ra 
re 
R,= 5 
2.[1-2)-1 
Da nach dem Ohmschen Gesetz 
Re 
RS ET 
ergibt sich schließlich 
1 AO 
RASE EC 
BEER EG 
} 1—[1/(2 e)} 
mit 
Ô 
RE 
0 € =02 


Im linearen Fall (ö = 0) folgt daraus die schon bekannte Beziehung. Der Aus- 


PRE VTT 


| Vol. I, 1950 Beiträge zur Hitzdrahtmethode 


309 
(druck (R — R,)/R, wird nun 


1 
Bye 
a I mr 


‘der für den linearen Fall auch wieder in die früher abgeleitete Beziehung über- 
| geht. Fig. 6 zeigt (R — R,)/R, in Funktion von e für die Extremfälle (7,/1)? = 


| 


R-R, 
a 


Fig. 6 


und 0,4. Daraus geht hervor, daß die lineare Naherung recht gut ist, wie früher 
schon erwähnt wurde. 


Der Differentialquotient 0 R/01 lautet somit 


On DE 2 - Ce ‘J 1 | 
we de De el | dem) 
He lie rss. 
Den Ausdruck A/R rechts im Nenner bestimmt man aus 
A Ei One 
By oA] ee ees 
N 2 
[1 I La 3 (€ 2)| 3 (e 2) 
Somit 
pak 
OR AD 2 € 1 
an = ee a(2e— 1) R 
et 2 
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Nun ist noch der Nenner 


= 
a 
Also 
5 
er 
RN x2 ALLAIT Cert Rag de LE 
Toe se = ie ae 
it rar 


und die Auswerteformel lautet schlieBlich 


Hi 
Re 
| ha 
o 
an 
w 
wl rs 
en 
” 
bo 
> 
£ls 
er 
+ 
D 
m 
Ps 
= 
wl rr] | 
| nn 
> 
2 + 
m 
w| ts 
a 
als 
N 
> 
= 
ur} 
- - ee lit 


e 4 6 Lie 
re IE [1 el +5€l 
Cr f ö x 
(e — 2)|1 - (34) | I-e 
Der Quotient 6/€ lautet nach Einsetzen aller Größen 
RL 
ze 
EIER BE 
I 2) 
& 3 (e 


a 


Er ist in Fig. 7 für Platindrähte bei ¢, = 20°C aufgetragen. Der dabei einge- 
setzte Wert a= 0,213 ist das Resultat zahlreicher Messungen von J, mit 
Platindrähten. 

Der «lineare» Ausdruck 


4 6 2 Ô 
65-9044) 
De | 


[siehe Fig. 8 (gültig für Pt-Drähte bei ¢, = 20°C)] zu multiplizieren, um den 
genaueren Wert entsprechend der erweiterten Kingschen Gleichung zu ergeben. 
Da auch im Ausdruck für die Zeitkonstante M der Quotient OR/O/, und 
zwar im Zähler, vorkommt, ergibt sich für den «linearen» Wert von M die 
Korrektur 1//,. Ein analoges Ergebnis hat auch BETcHov!) gefunden. 


1) R.Bercnov, Theorie non-linéaire de l'anémomiètre à fil chaud, Proc. Koninkl. nederl. Akad. 
Wetensch. 52, Nr. 3, 195-207 (1941). 
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2 fi- st) nn? 
D 1 Ts RE en Be bei À, = HA 
i = (622 } tir Platin 
Jas He)? 49 
20 + G35 
IL ; 
Le 0,30 
r 
GIG + 
43 025 


jr 020 


270 + 
| ig 
vee 
— 
+— | = —s-/5 
7 2 3 4 5 
Fig. 7 
Pe Jo)2_ 
tf a 5a IH (7)°-04 
3 151 13 
17 
i 2 
10 FT 
i 
057 
ee  ) 
2 3 Z 5 Bee 
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Die bisherigen Ausführungen des Abschnittes 2 galten für den Idealfall 
konstanten Heizstromes, d.h. J = const. Wenn dies infolge Rückwirkung des 
Hitzdrahtes auf den Heizkreis nicht der Fall ist, müssen Korrekturen eingeführt 
werden, wie anschlieBend dargelegt wird. 


4 + Alpi) 


für Ep 612 Volt 
Si elim 
(P Nin Pa 


=4 (fz) 


| 
I 
A) | 
| 
| 
| 


rl 2 


NET ee 
ME 


0,1 0,2 03 94 95 G6 Val 
Fig. 9 
Setzt man 
OR E 
or = - 1). 
wo 
_ dEJE 
27 ar“ 
dann lautet die Auswerteformel!) 
LC 4 IR AE) 
132. Aa ae ere? 
lei 
Darin bedeutet 
13 
A >= Ep” 


mit E, = Spannung der Heizstromquelle. In Fig. 9 sind z. B. für Ex = 6,2 V 


1) Ableitung durch W. AMREIN, Zürich. 


| 
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die Kurven 
ESA (PEU 
(P— 1) (1 = A) 


wiedergegeben, und zwar bis zu E = 1,2 V, d.h. A = 0,19355. 


2 


3 £=O5 Volt 4 5 6 
st es | Le 7 2 
Tee ( %) 
04 
3 £=06 hot 4 5 6 
u teen eee | ea TETE | Beer u ler 
149 es 
rO8 3 E=O7 Volt 4% 5 6 
re nm “ | er A L ee 
} 4 
a wes 
, 3 E=O8Volt 4 2 6 
4 ee Sar et ee ee 
Be 203 
0,8 3 £E=03Volk 4 5 Bi 
fy Og re ee 
ie 923 
MB 3 £=10 Vo 4 5 ee 
4 Fe, eae Lg 
-O9 02 
08 Td 
G7 3 =I oh 4 5 y 


G7 3 £=42 Volt 4 Di 6 


ee 
98 f= AI A ee Ep =62 Volt 
07 I+Afp-1) 


4 Fig. 10 


Da hier die Größe p — 1 zweimal vorkommt, sind entsprechend auch zwei 
Korrekturen für den Übergang zum vollständigen Resultat von w’ anzubringen. 
Der Faktor f, von früher wird einmal direkt auf den Nennerausdruck p — 1 
angewendet, dann aber auch noch im Zählerglied A (pf — 1), was zur zweiten 
Korrektur 


1+A(b-D + 
= 1+ A(p— 1) 


führt. Diese ist, ebenfalls für E, = 6,2 V, in Fig. 10 aufgetragen. 
Aus diesen beiden Korrekturen ergibt sich das vollstandige Resultat 


u = Utinear h fo 5 
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Analog geht man bei der Bestimmung von M für diesen Fall vor. Unter 
Benützung der gleichen Faktoren /, und /, ergibt sich 


1 


ia linear HR is 


Wie erwähnt, wurden die Kurven der Fig. 7 und 8 für Platindrähte bei 
t, = 20°C berechnet. Der Einfluß einer davon abweichenden Lufttemperatur 
macht sich erst bei Unterschieden von + 30°C bemerkbar. Für größere Unter- 
schiede müssen die Kurven mit anderen Werten für «, und a bzw. für a/a, 
neu berechnet werden; desgleichen für Drähte aus anderem Material. 

Dagegen ist — wie früher schon betont wurde — bei der Bestimmung von 1, 
bei abgestelltem Wind darauf zu achten, daß Druck und Temperatur der Luft 
am Orte des Hitzdrahtes gleich sind wie bei der Messung im Wind. Wenn dies — 
wie z. B. bei Messungen in Turbomaschinen — nicht direkt realisierbar ist, dann 
steht folgender Ausweg offen. 

Die Hitzdrahtsonde wird in einen kleinen, druckfesten Ofen gebracht und 
Druck und (oder) Temperatur im Ofen entsprechend eingestellt. Dabei kann 
der Hitzdraht selber als Widerstandsthermometer zur Temperaturmessung 
benützt werden. 

Unter Berücksichtigung der Ähnlichkeitsgesetze für den Wärmeübergang bei 
natürlicher Konvektion kann dabei ein Temperaturunterschied durch einen 
entsprechend geänderten Druck kompensiert werden und umgekehrt. Nur muß 
noch beachtet werden, daß auch hinsichtlich der Wärmeleitung an den Draht- 
enden gleiche Bedingungen herrschen. 

Nach HÜTTE®) gilt für die natürliche Konvektion 


M 


412 = (Gi) 
(siehe Fig. 11?)) mit 
Gr = Grashofsche Zahl. 
Also 


; Im 
bo = m 4(Gr) 
und die Wärmeabgabe durch Konvektion 
Q = Gr) a DL (t—#,). 


Da auch die Endverluste der Differenz ¢ — ¢, proportional sind, müssen für 
gleichen Warmebedarf des Hitzdrahtes mit Endverlusten pro Grad Ubertem- 
peratur die Ubertemperatur ¢—¢, und der Wert von À,, (Gr) mit und ohne 


1) Hürre, Des Inzenieurs Taschenbuch, 1. Bd., 27. Aufl. (Wilhelm Ernst & Sohn, Berlin 1941), 
S. 594. 
2) Hurts, l.c., Tafel 7. 
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Wind gleich sein. Dann ist die Wärmeabgabe des Drahtes an die ruhende Luft 
und an die Stützen konstant. 
Nun ist für Luft 

Gr = b, 92 D8 (t—t,) ~b, p° 


‚mit p = absoluter Luftdruck. 


15 
By m” 74 Tad 17? 
Fig. 11 
ANT 
Der Koeffizient b, ist in Fig. 12 aufge- : 
tragen!) als Funktion der mittleren Tem- 
peratur 
Loe 
a —. mal 
1273 18 
auf die auch À,, zu beziehen ist. | 
Es muB also sein 


A(9) /[const b, (à) p?] (£ — £,) = const 


und ¢ — ¢, = const. 0? 
Beispiel: 
Für 
D=10:4 La = 4002 
d,=lata (—64,),;— 100° Sr Ps 
(¢ — tq)» = 100° tag = © -30° 00 200° 200° 400 500° 


1) Hurts, 1. c., Tafel 8. 
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ergibt sich 


ty cal 
dr 450° A(d)) = 12223 : 10 2 "m Grad s 
b, (9) = 2,76-108 Gr,=2,76 -10-? 
f(Gr,) = 0,425 
und 
2 ca 
dr 48 MF.) == 0,6475 9 10 2 on Grads 
b,(%) =97-108  f(Gr;) = 0,803 
GA OR 
daraus 


De = 182 ata. 


Das heißt, daß in ruhender Luft für ¢ — t, = 100° bei p = 182 ata und #, = 0° 
der Warmebedarf eines Hitzdrahtes gleich ist wie bei p = 1 ata und ¢, = 400°. 


Summary 


(i) The characteristics of hot-wires are calculated approximately, by using 
the experimental results of the heat loss of thin cylinders in a cross-stream. They 
are based upon the similarity law of heat transfer by forced convection. 

The approximation lies in that the heat losses at the two ends of such probes 
are neglected, so that the results apply exactly only to wires of finite length as a 
part of infinitely long wires. 

(ii) Starting from an evaluation formula previously derived, a practical 
method is developed for determining the sensitivity of hot-wire prebes. This 
method is based upon the complete semi-empirical equation by KING. 

From Kine’s linear equation a simple and universally valid expression for 
the sensitivity of hot-wires is derived. KING’s complete equation differs from 
the linear one by two correction terms, one of which is neglected as small. Using 
a result derived from the linear equation, the complete equation and its derivative 
are linearized. From this corrections are derived which are rather widely valid 
and which, when applied to the results obtained from the linear equation, lead 
to the more accurate ones corresponding to KiNnG’s complete equation. The 
measurements necessary to obtain the data for these corrections for a given kind 
of wire are easily made in still air without forced heat convection. 

The relation between pressure and temperature which in air influence the 
measurements without flow are explained on the basis of experimental results 
in connection with the similarity law for heat transfer by free convection. 

The curves given include the influence of the heating circuit upon the sensi- 
tivity and the thermal lag of the hot-wire. 


Eingegangen: 29. 11. 49. 
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Etude des plaques circulaires fléchies d’épaisseur 
linéairement variable 
Cas d’une surcharge uniformément répartie 


Par HENRY Favre!) et Eric CHABLOZ, Zurich 


La flexion des plaques d'épaisseur constante a été l’objet de nombreuses 
tudes théoriques depuis le début du XIXe siècle et nos connaissances dans ce 
omaine sont actuellement étendues?). Il n’en est, par contre, pas de même pour 
es plaques fléchies d'épaisseur variable, qui n’ont été abordées que très récem- 
ent par le calcul. Les théoriciens qui se sont occupés de cette question ont 
surtout porté leurs efforts sur des plaques circulaires où l'épaisseur h est une 
certaine fonction non-linéaire de la distance 7 d’un point au centre?) et sur quel- 
ues types de plaques rectangulaires). Quant à l'étude des plaques circulaires 
l'épaisseur lineairement variable, elle n’a été entreprise jusqu'à présent que dans 
le cas particulier où 4 = cr, c désignant une constantes). C’est pourquoi nous 


1) Chaire de Mécanique technique, Ecole polytechnique fédérale. 

2) Voir par exemple S.TIMOSHENKO, Theory of Plates and Shells (McGraw-Hill Book Company, 
New York et Londres, 1940). 

3) Citons principalement: 

H. Horzer, Kreisformige Platten mit veränderlicher Dicke und günstigste Formen solcher Platten, 
L. ges. Turbinenwesen 15, 21 (1918). 

L. Förpr, Über eine Analogie zwischen rotierender Scheibe und belasteter Kreisplatte, Z. angew. 
Math. Mech. 2, 92 (1922). 

O.PICHLER, Die Biegung kreissymmetrischer Platten von veränderlicher Dicke, Thèse de l'Ecole 
polytechnique de Stuttgart (Springer, Berlin 1928). 

R. GRAN OLsson, Biegung kreisförmiger Platten von radial veränderlicher Dicke, Ing. Arch. 8, 
31 (1937); et Unsymmetrische Biegung der Kreisringplatte von quadratisch veränderlicher Steifigkeit, 
Ing. Arch. 10, 14 (1939); 11, 259 (1940); 13, 147 (1942/43). 

4) Citons entre autres: 

R. GRAN OLsson, Die Biegung der rechteckigen Platte veränderlicher Dicke, These de l'Ecole 
polytechnique de Berlin (1933); Biegung der Rechteckplatte bei linear veränderlicher Biegungsstei- 
tigkeit, Ing. Arch. 5, 363 (1934); Biegung der Rechteckplatte von exponentiell veränderlicher Dicke, 
Bauingenieur 21, 230 (1940); Biegung der Rechteckplatte bei linear veränderlicher Steifigkeit und 
beliebiger Belastung, Bauingenieur 22, 10 (1941). 
| E. Reissner, Remark on the Theory of Bending of Plates of Variable Thickness, J. Math. Phys. 
16, 43 (1937). 

5) Voir: D. Conway, The Bending of Symmetrically Loaded Circular Plates of Variable Thickness, 
J. appl. Mech. 15, 1 (1948). 
| H. Favre, Sur un type de plaque circulaire d'épaisseur linéairement variable, Bull. techn. 
Suisse romande 75, nos 18, 19 et 26 (1949). 
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nous proposons d'examiner ici le cas plus général d'une plaque circulaire où 
l'épaisseur varie selon la loi h = cr + d, d étant également une constante. 

Après avoir établi l'équation différentielle du probleme dans le cas d’une 
surcharge uniformément répartie ($ 1), nous intégrerons cette équation en sup- 
posant tout d’abord la plaque encastrée le long du contour (§ 2), puis en l’ad- 
mettant posée (§ 4). Dans les $$ 3 et 5, nous calculerons les déformations et 
les tensions correspondant a ces deux sortes d’appuis. 


§ 1. Equation différentielle des plaques circulaires fléchies 
d’epaisseur linéairement variable 


Nous rappellerons tout d’abord quelques formules générales connues. Con- 
sidérons une plaque circulaire où l’épaisseur k, la surcharge par unité de surface 
p et les conditions d’appuis sont uniquement fonctions de 7. Nous admettrons 
que l’épaisseur soit petite par rapport aux autres dimensions et que la courbure 
initiale du feuillet moyen!) soit très faible, de façon que les forces intérieures 
agissant dans cette surface soient négligeables. 

Soient C5”) le déplacement, parallèle à l’axe de la plaque, d’un point du 
feuillet moyen et 


p=- + ( 


la variation (due à la déformation) de la pente de cette surface. La grandeur @ 
satisfait a l'équation différentielle du second ordre: 


d (dp 0) dD j do RER 
D dr (3 a )+ dy (SE +2) - we (2) 


VA 


où Q désigne l'effort tranchant relatif à l’unité de longueur (fig. 1) et 


Eh 
Dee (3) 


E étant le module d’élasticité et » le nombre de Porsson?). 
L'intégration de l’équation (2), compte tenu de deux conditions aux limites, 
permet de déterminer g(r). Les moments de flexion M,, M,4) et les tensions 


normales o,, o, peuvent ensuite être calculés à l’aide des formules 

1) Par «feuillet moyen» nous entendons la surface qui, avant la déformation, a ses points 
équidistants des deux faces de la plaque. 

?) Co, ainsi que la grandeur z que nous introduirons plus loin, seront comptés positivement vers 
le bas, en supposant l’axe de la plaque vertical et la surcharge dirigée vers le bas. 

3) L’équation (2) a été indiquée pour la première fois par H. HoLzeR, il est vrai sous une forme 
un peu différente. C’est à O. Picaer que l’on doit la forme dans laquelle nous l’avons écrite. 
Pour sa démonstration, voir par exemple S. TIMOSHENKO, loc. cit., p. 282 ss. 

4) Le moment de torsion M,+= M,, est ici identiquement nul. Il en est de même de l'effort 
tranchant agissant sur les éléments de surface h dr. 


| 


4 
N 
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_n{ «dp (2 9 dp 
M, D(a +r), M,=D(2 +92), (4) 
a, M, 
Or = h3/12 £ n 0; = A312 2: ; (5) 


z désignant la distance d’un point de la plaque au feuillet moyen. En particu- 
lier, les valeurs de ces tensions aux points z = h/2 de la face inférieure sont: 


6 M, 6 M 
(6,); = ee > he i. (6) 
celles aux points correspondants z= —h/2 de la face supérieure sont égales aux 


valeurs (6) changées de signe. 


axe de la plaque 


I, 
Et CRM 


Enfin, le déplacement £, s’obtient en intégrant l’équation (1): 


= - | ol) ar+C, (7) 


€ étant une constante qu’on determine à l’aide d’une condition aux limites. 
Soit maintenant une plaque circulaire de rayon a et d'épaisseur lineairement 
variable, soumise à une surcharge uniformément répartie (pb = const). On peut sup- 
poser, par exemple, que l’une des deux faces de la plaque soit un plan et l’autre 
la surface d’un cône de révolution dont l’axe coïncide avec celui de la plaque 
(fig. 2a). Dans ce cas, le feuillet moyen sera lui-même une surface conique et 
iil sera nécessaire, pour que la courbure initiale de cette surface soit très faible 
et les formules (1) à (7) applicables, que l'épaisseur h soit elle-même très petite 
par rapport au rayon a du contour. On peut aussi supposer que les deux faces 
de la plaque soient symétriques par rapport à un plan, qui est alors le feuillet 
moyen (fig. 2b). Dans ce cas, la courbure initiale de ce feuillet est nulle et les 
formules rappelées plus haut sont applicables dans les meilleures conditions 
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possibles. On peut d’ailleurs imaginer une infinité de cas intermédiaires pouvant 
intervenir dans les applications. Les calculs que nous allons faire seront appli- 
cables A tous ces cas, mais seront d’autant plus exacts que la courbure du feuillet 
moyen sera plus faible. Ils ne seront en outre valables que lorsque les déplace- 
ments £, des points du feuillet moyen pourront être eux-mêmes considérés comme 
petits par rapport à l'épaisseur h. 


(coupe axiale) (coupe axiale) 


LA ELEN IH 


I 

feuillet moyen je." | (plan) D: PARTS LAON | 

(surface conique) je... Oo oad ERER >| et Fe iss 
Fig. 2a Fig. 2b 


Nous pouvons poser (fig. 2a ou 2b)1): 


n=[1+1(22 -1)] ho, (8) 
d'où 
H=b),., = IN, He, = =A, 


h, désignant la valeur de k aux points où 7 = a/2 et À la variation, divisée par 
hy, que subit l’épaisseur depuis ces points jusqu’au contour. 
Posons encore: 


dre 0) 


et 
Eh3 


Do er (10) 


L'équation (2) devient, en tenant compte de (3), (8), (9), (10) et en remar- 
quant que 


-[p(Qar dr = 27: 


v 
0 


it 
ZY 


0 


) Ces deux figures ont été dessinées en choisissant une valeur positive de À. Elles se rapportent 
au cas des $$ 2 et 3, où la plaque est encastrée le long du contour. 
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uP dy 
— (an ar == Ags > dE IE og £) (11) 


— 13 (as, de + Ay — dE ue 433 ah 


ou 
a,=6€—3, ay = 12— =, 
ee am = E44, 
D dee Lo 1 de ir pitt 


& 
(12) 
ayy=— 6+ 6042, 


yg = — 12 (1-2) € + 12(1—») — 3, 
Bee 12 (= 2e 0 a) 


Telle est l'équation différentielle d’une plaque circulaire d’épaisseur linéaire- 
ment variable et soumise à une surcharge uniformément répartie. 


§ 2. Intégration de l'équation (11) dans le cas où la plaque est 
encastrée le long du contour 


Développons y, qui peut être considéré comme une fonction de & et À, en 
une série procédant selon les puissances croissantes de A: 


PE, À) = polé) + MAMA +... =D gid. (13) 
1=0 

Pour des valeurs suffisamment petites de À, il faut s'attendre à ce que cette 

série converge rapidement, de sorte qu'on pourra se contenter, dans les appli- 

cations, de ne considérer qu’un petit nombre de ses termes. Ce point sera con- 
firmé plus loin. 

Pour déterminer les fonctions w,, introduisons la série (13) dans les deux 

membres de l’équation (11) et identifions les coefficients des mêmes puissances 

de A. Nous obtenons ainsi le système d'équations différentielles simultanées: 


ZAMP 1/21 
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d (dy p asp 
CR a RA RL ae 
A las 2D, °° 
d (dp (2 a dPo Po 
a: te (Get 6) = tet) 
d (dp; d°p dp p d°po (14 
2? dE ee is =) a (an Le + die ae + ds mae + dy der (14) 


Ces équations sont applicables quelles que soient les conditions aux limites, 
pourvu que ces dernières ne dépendent que de 7. 

Supposons maintenant que la plaque soit encastrée le long du contour r = a 
(fig. 2a et 2b). Les conditions aux limites sont alors: 


(Pro = (Peo = 9 et (Prana = (P)g-1 = 0. (15) 


Pour que ces conditions svient satisfaites quel que soit A, il est nécessaire, 
d’après (13), que: 


(Prep =O et (pi =O (1 =0,1,2,..., co). (16) 


Revenons aux équations (14). Nous pouvons intégrer directement la pre- 
mière, qui est une équation d’EULER pour la fonction inconnue gp. En tenant 
compte des conditions (@p)e-o = 0 et (@)z_1 = 0, nous obtenons par des cal- 
culs élémentaires: 


a? 
en or oe (17) 
En introduisant cette valeur de @ dans la seconde des relations (14), cette 


dernière devient elle-même une équation d’EULER ne contenant que la fonction 
inconnue q: 


(2 a*p 
ph + à) ie 5, [— 6 11 + ») EP + 2464 6 (14). 
La solution de cette équation, compte tenu des conditions (,)e_, = 0 et 
(Ps-ı = 0, est 


_ ap [2{(11+9) 
Fı a 


En introduisant les valeurs (17) et (18) de @, et 9, dans la troisième des 
relations (14), on obtient une nouvelle équation d’EULER permettant, en tenant 
compte des conditions (q2):-0 = 0 et (P)e-, = 0, de déterminer @,, et ainsi 
de suite. En procédant de la sorte, nous avons obtenu: 
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arp | RME gee teary SE 4 mt) 


= 3 
ENT 5 2 3 
(19) 
EZ 5+4»+9»2 
s £ + nl, 
_ 2p [6701+ 1197 y+ 9924 398 5g 1394+ 200+ 97 gg 
Pr 16D, 173 LA. 
169 — 57 y — 299? — 3 93 17 + 228 y + 135 v2 24 v3 
+ atte into 
5 10 
2 (13 + 25 y+ 21 v? + 9 v3) a 159 + 308 » + 111 v2 + 312 v2 
Ce 5 ee 175 ak | 
Designons par gy", gy), ... les approximations successives de la fonction y, 
obtenues en ne considérant qu’un terme, deux termes, etc. de la série (13): 
gp) = D (1 approximation) , | 
gy” = 9,+ 1% (2° approximation), | (21) 


’ 


0,05 


0,10 


0,15 +5 
7 
POP 


(1) 


0,20 


0,25 


Fig. 3 
Plaque circulaire encastrée de la fig. 2a ou 20. Représentation graphique des quatre premières 
approximations qu), ..., g4) en fonction de &, pour » = 0,25 et À = 0,2. 
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Dans la fig. 3, nous avons représenté graphiquement les valeurs de gp”), — 
, g en fonction de £ = r/a, calculées pour A = 0,2 et » = 0,25. On voit | 
que la quatrième approximation est à peine discernable de la troisième. D'autres — 
calculs numériques comparatifs!) nous ont montré que, pour les valeurs de À ; 
comprises entre — 0,4 et +0,4 (qui sont celles intervenant en général dans les | 
applications), l'erreur de la quatrième approximation est certainement négli- 


geable. Il n’y aurait d’ailleurs aucune difficulté à obtenir d’autres approxima- 


tions en prenant un nombre de termes plus grand. 
Nous avons ainsi obtenu pour @ la valeur approchée, mais suffisante pour 
les applications: 


p(Ë) = gp) = Po + Pr À + Pe 22 + A, (22) 


OU Po, ---, gs ont les valeurs respectives (17), ..., (20). 


§ 3. Calcul des déformations, des moments de flexion et des tensions 
dans le cas de la plaque encastrée 


Les relations (4) et (7) s’écrivent, en y remplaçant la variable 7 par &: 


_ D (dp (2 _ D dp L 
Mem (tré) Malern) *) 
Co=—a | plé) dE +C. (7) 


En introduisant dans (7’) la valeur (22) de œ(£) et en tenant compte de la 
condition (9):-; = 0, qui détermine la constante C, il nous a été facile de 
calculer &,. De même, en introduisant q(£) dans les relations (4’), nous avons 
obtenu M, et M,, puis, à l’aide des formules (6), les valeurs des tensions (a,) 
et (o,); au voisinage de la face inférieure de la plaque. 

Pour ne pas alourdir notre exposé, nous avons renoncé à insérer dans ce 
mémoire les formules obtenues, qui sont très longues et n’offrent qu'un intérêt 
relatif, et avons préféré donner à l’aide de diagrammes les résultats numériques 
auxquels elles conduisent. La fig. 4 est une représentation graphique de la 
fonction ¢,(€), pour les valeurs —0,4, —0,2, +0, +0,2 et +0,4 de A. Les 
diagrammes des moments M,, M, sont donnés dans la fig. 5 et ceux des tensions ! 
(0,);, (04); dans la fig. 6, pour les mêmes valeurs de A. Toutes ces courbes ont | 
été calculées en choisissant » = 0,25. Cette valeur du nombre de Poisson est | 
une moyenne entre les valeurs correspondant à l’acier (~ 0,33) et au béton | 
armé (— 0,15 à 0,2). Il faut d’ailleurs s'attendre à ce que toutes les valeurs + 


DEL 


| 


1) Ces calculs comparatifs ont consisté tout d’abord à déterminer qu), FR pa) également | 


pour À = 0,4, puis à calculer les valeurs de M, et M, relatives aux quatre approximations, pour 
À = 0,2 et 0,4. | 


a a re 


| 
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calculées dépendent très peu du nombre », comme c’est en général le cas dans 
la théorie de l’élasticité. 
Remarquons que si À est positif, l'épaisseur de la plaque est plus faible au 


‘voisinage du centre que vers le contour (cas des fig. 2a et 2b). Le contraire a 
lieu si A est négatif. 


Axe de /a plague 


J 
£08 à 
ap. ° 

Fig. 4 
laque circulaire encastrée de la fig. 2a ou 26. Représentation graphique de €, en fonction de 
& = r/a pour différentes valeurs de A (v = 0,25). 


La fig. 4 montre éloquemment que les déformations &, sont plus faibles 
our les valeurs positives de A que pour les valeurs négatives. Ceci est très 
compréhensible, car l’encastrement est d'autant plus efficace que l'épaisseur 
u voisinage du contour est plus forte. L'influence d’une augmentation de 
Vépaisseur au bord de la plaque et d’une diminution au centre (A > 0) se 
anifeste également par un accroissement sensible des valeurs absolues de 
M,, M, au voisinage de l’encastrement ( = 1) et par une diminution de ces 

aleurs au centre (€ = 0) (fig. 5). 
Les diagrammes des tensions normales (0,); et (o,), accusent par contre un 
caractère totalement différent. La fig. 6 montre en effet qu’une augmentation 
de l'épaisseur au voisinage du contour et une diminution au centre (A > 0) ont 
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pour effet une réduction considérable des valeurs absolues des tensions au 
bord de la plaque (£ = 1), mais n’ont aucune influence appréciable sur les 
tensions au centre (£ — 0). Constatons enfin que pour A= 0,3 environ, on 
réalise cette condition que les valeurs absolues des tensions normales (0,), 
sont les mêmes au centre qu’au bord (~ 0,5 a?p/h5). Cette valeur commune est 
d’ailleurs beaucoup plus faible que celle relative à l’encastrement dans le cas 
où l’épaisseur est constante (~ 0,75 4?p/hè). On réduit ainsi la tension dange- 


reuse dans le rapport 2:3 en donnant a une plaque circulaire encastrée une 


Bios 


Plaque circulaire encastrée de la fig. 24 ou 2b. Représentation graphique de M,et M, en fonction 
de § = r/a, pour différentes valeurs de À (v = 0,25). 


\Vol. I, 1950 Etude des plaques circulaires fléchies San 


variation linéaire d’épaisseur correspondant à À — 0,3 au lieu de lui donner 
l'épaisseur constante hy. Cette variation d'épaisseur n’entrainant qu’une aug- 
‘mentation de 10% du volume de matière, on voit qu’il y aura en général intérêt 
‘à adopter pour la plaque encastrée une solution où A a une valeur positive, qu'on 
choisira pratiquement entre les limites 0,2 et 0,41). 


0,0 0,2 0,4 0,6 0,6 1.0 


Fig. 6 


| Plaque circulaire encastrée de la fig. 24 ou 2b. Représentation graphique de (0,), et (o,), en fonction 
de € = r/a, pour différentes valeurs de A= 0,25) 


1) L'un d’entre nous est arrivé à une conclusion analogue pour un autre type de plaque d’épais- 
|seur linéairement variable. Voir H. Favre, loc. cit., p. 230. 
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§ 4. Intégration de l’équation (11) dans le cas où la plaque est posée 
le long du contour } 


Les conditions aux limites sont ici (fig. 74 ou 7b)1): 


(P)r-0 = (phe-o =9 et (M), = (M) = 0. (23) 
Posons, comme précédemment : | 
PE, À) = polé) + Pe) A+ galé - 3 Pi A. (13) 7 


Comme nous l’avons vu au § 2, la première des conditions (23) exige que: 
(Peano = 0: (a OMe eee 


Remplaçons, d’autre part, g par le développement (13) dans l’expression 
(4’) du moment de flexion M,: 


D, {/dy Po d i d 
M, = = (ee ee E CE (Se Fe v2) + SE +» = j 


| dé &, 


(coupe axiale) (coupe axiale) 


ÿ 1 


VALI ... SH 


feulllet moyen je. 1... >| 


(surface conique) je....... ER eae > 


i 
/ © a 
fo an) x rn >| 


Fig. 7a Fig. 7b 


1) Ces deux figures ont été dessinées en choisissant une valeur négative de À. 
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__ Pour que la seconde des conditions (23) soit satisfaite quel que soit A, il est 
inécessaire, d’après l’expression ci-dessus de M,, que 


ap; Pi ie 
(SE + y Det Bee 


Pour déterminer les fonctions (£), g,(£), ... nous devons donc intégrer 
Ile système (14), compte tenu des conditions (24) et (25). En procédant selon 
lla même méthode que celle utilisée au § 2, consistant a intégrer l’une après 
lYautre les équations (14) en substituant chaque fois les valeurs de Y, déjà 
calculées, nous obtenons successivement : 


| > een | 


1+ y 


| ap [2 | 17+ 3594 8? 
t= job, | (1 +») gt 369-23 + 0) Er view ae 


iz . 130820» Lt tS à 
(Po 5 | Ben £4 = (11 +») +> (5+6v+ v2) E 
2 _ 
Sy D, 2\ £2 £1 + 51 y + 4992-1 9,3 Z| 
Horse 5 (1) 2 
| arp 6701 + 1197 y + 99 yp? + 393 : 1 | BR (26) 
15D, | 175 9 200) 


+ (67 — 109 9 — 35 92 — 399) &4 


sy (323 + 546» + 207 v2 + 24 v9) &3 


— 5 (129 + 273 » + 171924 279°) € 


289 45 1377 »v + 3039 92 + 1983 v? + 312 y4 ë] 
= 175 (1+ ») ; 


Des calculs numériques comparatifs analogues à ceux mentionnés à la fin 
| du $ 2 nous ont montré que pour les valeurs de A comprises entre a et + 0,4 
|| (qui sont celles intervenant en général dans les applications), le degré d approxi- 
hmation de la fonction définie par les quatre premiers termes de la série (13) 
| est certainement suffisant. 

| Nous avons ainsi obtenu pour @ la valeur approchée: 


od) = vo = Po + Pa À + Pa À? + ps À5, (22) 


cou Po «++» 9, ont maintenant les valeurs (26). 
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§ 5. Calcul des déformations, des moments de flexion et des tensions 
dans le cas de la plaque posée 


Connaissant q(£), il nous a été facile de déterminer les déformations &,, les 
moments M,, M, et les tensions normales (o,);, (0,);, à l’aide des formules (7°), 
(4') et (6). Comme dans le cas de la plaque encastrée et pour les mêmes raisons 
que celles invoquées au $ 3, nous avons renoncé à insérer dans ce mémoire les 
formules obtenues et avons préféré donner directement les résultats à l’aide 


0,20 


0,40 


0,60 
A=-0,2 
AAO 
A=-0,48 
À = +0,2 
A=+0,4 

Lhd 

4 So 
EI Fig. 8 


Plaque circulaire posée de la fig. 7a ou 7b. Représentation graphique de &, en fonction de& = v/a 
pour différentes valeurs de À (v = 0,25). 


, 


de diagrammes, reproduits dans les fig. 8, 9 et 10, ot sont dessinées les courbes 
relatives aux valeurs — 0,4, —0,2, +0, +0,2, +0,4 de À et calculées en choisis- 
Santa 025 
La fig.8 montre que les déformations dépendent très peu de À. En particulier, la 
flèche f = (Co) max == (Co)e-0 est quasi indépendante de la variation de l'épaisseur. 
Les moments de flexion sont par contre fortement influencés par cette varia- 
tion (fig. 9). Au centre de la plaque (£ = 0), M, et M, sont égaux, mais leur 
valeur commune est une fonction de À qui décroît très rapidement. Au bord 
(£ = 1), où M, =0, le moment M, croît rapidement avec A. 
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Comme le montre la fig. 10, les tensions normales sont également fortement 
‚Influencees par une variation de l'épaisseur de la plaque. Au centre, la valeur 
commune (0,); = (o,); est une fonction croissante de À. Au bord, où (o,);, = 0, 
‚la tension (o,), croît également avec A. Il est intéressant de constater que c’est 


522 OTROP COS Oe OF OS OF HOR DS 49 € 
© 


0,0 
FAIRE URE 


| Fig. 9 
Plaque circulaire posée de la fig. 7a ou 7b. Représentation graphique de M, et M, en fonction de 
Ë£ = r/a, pour différentes valeurs de À (v = 0,25). 
dans le cas où À = —0,2 environ que la plus forte tension normale [qui est 
(o,); pour & = 0,275] a la plus petite valeur. Pour À = — 0,4, cette tension a une 
valeur à peine supérieure. Comme les variations d'épaisseur correspondant a des 
valeurs négatives de A entraînent des diminutions du volume de matière, on vo.t 
que l’on a en général intérêt, dans le cas envisagé, à construire une plaque où À a 
une valeur négative, qu’on choisira pratiquement entre les limites — 0,4 et — 0,2. 
En résumé, dans le cas de la plaque encastrée, on a intérêt à choisir un 
profil où À a une valeur positive, comprise entre 0,2 et 0,4 (fig. 2a ou 2b), tandis 
que dans celui de la plaque posée, il est indiqué de prendre un profil où À a une 
valeur négative, comprise entre — 0,4 et —0,2 (fig. 7a ou 7b). 
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0,2 


Fig. 10 
Plaque circulaire posée de la fig. 7a ou 7b. Représentation graphique (o,), et (o,), en fonction 
de € = v/a, pour différentes valeurs de À (v = 0,25). 


Zusammenfassung 


Diese Arbeit behandelt für den Fall einer gleichmäßig verteilten Belastung 
die Biegung der Kreisplatte, deren Dicke von der Mitte bis zum Rande linear 
variiert. Die bekannte allgemeine Differentialgleichung der rotationssymmetri- 
schen Platte von veränderlicher Dicke, ausgedrückt in Polarkoordinaten, wird 
integriert für die obigen speziellen Voraussetzungen mit Hilfe einer Reihenent- 
wicklung erstens für die Platte mit eingespanntem Rand und zweitens für die Platte, 
welche längs des Randes frei aufliegt. In beiden Fällen sind die Resultate voll- 
ständig ausgewertet und in Form von Diagrammen für die Durchbiegung, die Biege- 
momente und die Normalspannungen gegeben. 


(Regu: le 28 3. 1950.) 
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Varia — Miscellaneous — Divers 


Bericht über die internationale Tagung fiir Halbleiterphysik 
in Reading vom 10. bis 15. Juli 1950 


Die rege Beteiligung aus allen Staaten sowie die groBe Zahl von fast durch- 

ywegs ausgezeichneten Vorträgen bewiesen das starke Bedürfnis nach einer inter- 

ationalen Besprechung über die Grundfragen der heute sehr intensiven For- 
chung auf dem Gebiete der Halbleiterphysik. 

In einem einführenden Referat lenkte N. F. Mort (Bristol) die Aufmerksam- 
‚keit auf die Hauptprobleme der Halbleiterforschung, nämlich auf die Frage nach 
der Natur der Störstellen, den Übergang zwischen metallischem und nichtmetal- 
lischem Mechanismus der Elektrizitätsleitung, die optischen Eigenschaften und 

ie Struktur der Grenzflächen, deren Aufklärung für das Verständnis des Gleich- 
richter- und Transistoreffektes von ausschlaggebender Bedeutung ist. 

E. J. W. VERWEY (Eindhoven) erinnerte an seine frühere Feststellung, daß 
in Oxyden erhebliche Leitfähigkeit dann auftritt, wenn verschieden geladene 
Ionen desselben Elementes an äquivalenten Gitterplätzen sitzen, und gab Mög- 
lichkeiten zur Realisierung solcher Kristalle an. In einem weiteren Referat wurden 
x*hese Gedanken an Hand der Verbindungen (La, Sr)MnO, von J. VOLGER (Eind- 
hoven) näher ausgeführt. Dabei wurde Dispersion der scheinbaren Dielektrizitäts- 
konstanten im Gebiet um 10% Hz beobachtet, die durch Annahme von Korn- 

renzen mit anderer Leitfähigkeit erklärt werden kann. Natürlich werden dadurch 
tie Verhältnisse wesentlich unübersichtlicher. Hievon unabhängig setzte sich 
>, H. MILLER (Pennsylvania) kritisch mit der Interpretation der Meßdaten an 
‘nO auseinander. Untersuchungen über die Eigenschaften halbleitender Oxyde, 
besonders über den Einfluß der stöchiometrischen Verhältnisse, stammen von 
. J. Gray (Bristol). 

G. Busc# (Zürich) bewies an Hand von Messungen der Leitfähigkeit, des Hall- 

“ffektes und der magnetischen Widerstandsänderung, daß die unter 13°C stabile 
odifikation des Zinns (graues Zinn) im Gegensatz zum metallischen weißen 

Zinn ein Halbleiter ist. Die Eigenschaften sind sehr ähnlich den Eigenschaften 

von Silizium und Germanium. Die Aktivierungsenergie für die Eigenleitung liegt 
uit 0,1 eV außerordentlich niedrig. 
Über die thermoelektrischen Eigenschaften von Selen berichteten H. K. HE- 
NISCH und M. Francois (Reading). P. C. BANBURY, H. A. GEBBIE und C. A. Hoc- 
RTH (Reading) gelang die Herstellung von PbS-Transistors mit bemerkens- 

werten Eigenschaften. H. K. HENISCH und J. W. GRANVILLE untersuchten die 
bS-Kontakte mit Transistoreigenschaften und fanden viele Ähnlichkeiten mit 
er Stromspannungscharakteristik bei Germanium. 

R. A. SmitH (Telecommunication Research Establishment U.K.) gab eine 
(Übersicht über die elektrischen und optischen Eigenschaften der Sulfide von 

lei und Wismut. PbS und PbTe wurden von R. P. CHAsMaAR und E. H. Put- 
Ey (Telecommunication Research Establishment U. K.) naher untersucht. Fur 
bTe ergibt sich eine Aktivierungsenergie von 0,62eV. R. L. SPROULL und 
W. W. TYLER (New York) überwanden die großen experimentellen Schwierig- 
keiten der Herstellung von Bariumoxydeinkristallen. Bariumoxyd verhält sich 
ls Halbleiter mit 3,9 eV Aktivierungsenergie und wird bei der entsprechenden 
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Grenzwellenlänge des Lichtes photoleitend. H.Y. Fan und M. BECKER (La- 
fayette) untersuchten die Grenzen des Ultrarot-Durchlässigkeitsbereiches bei Sili- 
zium und Germanium. Sie fanden eine ausgesprochene Temperaturabhängigkeit, 
die sich durch die Temperaturabhängigkeit der Breite des verbotenen Energie- 
bandes erklären läßt. 

Die neuen, mit der Transistorwirkung verknüpften, direkten experimentellen 
Methoden zur Bestimmung der Elektronen- und Löcherbeweglichkeit wurden 
von W. SHOCKELY (Bell Telephone) zusammengestellt und gegen die bisher 
üblicheren Leitfähigkeits- und Hall-Effekts-Messungen abgewogen. Über die 
Bewegung der Ladungsträger in Silberchlorid referierte L.P. SmırH (New York) 
und über ähnliche Untersuchungen an Alkalihalogeniden R. W. Pour (Göt- 
tingen). 

K. Lark-Horovıtz gelang die Erzeugung von bestimmten Störstellendichten 
durch Nukleonenbombardement sowie auch die Realisierung von p-n-Grenzen, 
deren Studium für das Verständnis der Grenzflächeneffekte wichtig ist. Von der 
chemischen Seite her setzte sich H. Kress (Bonn) mit der Entstehung der Stür- 
stellen auseinander. 


G. W. CASTELLAN und F. Seitz (University of Illinois) (die Arbeit wurde in … 


Abwesenheit der Autoren durch W. SHOCKELY vorgetragen) versuchten die 
Abhängigkeit der Aktivierungsenergie von der Störstellenkonzentration zu be- 
rechnen. Leider kann die Theorie den großen, bei Silizium beobachteten Effekt 
in ihrer gegenwärtigen Fassung nicht erklären. 

Ausführungen von W. H. BRATTAIN (Bell Telephone) über Oberflachenpha- 
nomene an Halbleitern vermittelten den Eindruck, daß die «surface states», welche 
zur Erklärung der Gleichrichter- und Transistorwirkung herangezogen werden 
müssen, doch eher auf Störstellen an der Oberfläche als auf die früher oft disku- 
tierten Tammzustände zurückzuführen sind. Unter Voraussetzung einer geeigne- 
ten Oberflächenschicht entwickelten P. R. AIGRAIN, C. R. Ducas und H. W. ET- 
ZEL (Paris) eine Theorie, welche die Gleichrichter- und Transistoreigenschaften 
solcher Oberflächen darzustellen vermag. Über experimentelle Studien an Selen- 
sperrschichtzellen berichtete A. E. SANDSTROEM (Upsala). E. W. J. MITCHELL 
und J. W. MircHELL maßen an Germanium mit Hilfe einer sehr weit getriebenen 
Vakuumtechnik die hohe Austrittsarbeit von 4,77 eV. 

Die Tagung stand unter dem Patronat der «International Union of Physics» 
und wurde durch die Herren Prof. R. W. DITCHBURN, Prof. N. F. Morr und 
Dr. H. K. HENISCH in hervorragender Weise organisiert. Während der ganzen 
Konferenz herrschte eine erfreuliche Atmosphäre von gegenseitigem Verständnis 
und freundschaftlicher Zusammenarbeit, was wir, besonders heute, nicht als 
Nebensächlichkeit hinnehmen wollen. H. Labhart. 


Die programmsesteuerte elektromechanische Rechenmaschine 
der ETH. 


Am 14. Juli 1950 wurde im Institut für angewandte Mathematik der Eidg, 
Technischen Hochschule, Zürich, eine programmgesteuerte Rechenmaschine in 
Betrieb gesetzt. Diese wurde von Konrap Zuse, Ing. (Neukirchen, Deutschland), 
als Modell «Z 4», unter Berücksichtigung von Wünschen und Ideen des genannten 
Instituts, konstruiert und ist das Ergebnis einer längeren Entwicklungsarbeit 
von ZUSE, der bereits im Jahre 1941 ein programmgesteuertes, im Dualsystem 
rechnendes Gerät in Betrieb gesetzt hatte. 4 


Min 
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Technische Charakterisierung : Elektromechanisches Gerät mit 2200 Relais, 
.21 Schrittschaltern und einem mechanischen Speicher für 64 Zahlen. Das Rechen- 
werk arbeitet im Dualsystem mit gleitendem Komma, Multiplikationszeit 2,5 s 
‚(sechsstellig, dezimal). Programmsteuerung durch zwei Lochstreifen, auf die wahl- 
weise und bedingt umgeschaltet werden kann. Eingabe von Zahlen durch Ta- 
#statur oder ei Abgabe von Resultaten durch Lochstreifen oder auto- 
matisch gesteuerte elektrische Schreibmaschine. 

Hervorzuheben ist die einfache und sehr flexible Programmfertigung. Der 
|Lochstreifen für die Befehle kann im Locher der Maschine selbst hergestellt 
werden, durch Betätigung von Knöpfen, auf welchen die arithmetchen und 
logischen OR aionen hen sind (Coding Box). Der Speicher arbeitet 
nach der von ZUSE erfundenen, vielversprechenden «Schaltgliedtechnik»; es steht 
iin Aussicht, die Kapazität desselben ohne wesentliche Erhöhung der Platzbean- 
:spruchung auf 1000 Zahlen zu erhöhen. Zur Übernahme dieses Geräts standen 
‚Mittel aus Stiftungen der ETH. und der Eidgenössischen Volkswirtschaftsstiftung 
:zur Verfügung. Bea siefel: 
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Fluorescence and Phosphorescence. By P. PRINGSHEIM (Interscience 
"Publishers, New York 1949). 794 pp., 219 fgs.; $15.—. 


Das rund 800 Seiten umfassende Werk beschäftigt sich ausschlieBlich mit 
"Problemen der Photolumineszenz, d.h. mit dem Studium von Lichtemissions- 
verscheinungen der Materie, die durch die vorhergehende Absorption von Licht 
‚angeregt wird. 

Das Buch will eine systematische Darstellung des ganzen Gebietes unter Be- 

:rücksichtigung der neuesten Fortschritte geben. Der Autor hat bewußt darauf 
"verzichtet, auf praktische Anwendungen irgendwelcher Form einzutreten; er 
"widmet sich vielmehr der Aufgabe, die theoretischen und experimentellen Tat- 
‚sachen vom Standpunkte des Physikers aus darzustellen. 
Nach einer sehr knapp gehaltenen Einleitung, die die wichtigsten Grundbe- 
griffe der Theorie und experimentellen Technik enthalten, folgen, in zwei Teile 
. gegliedert, umfassende Beschreibungen der Fluoreszenzeigenschaften von Gasen 
und festen Körpern. 

Entsprechend der allgemeinen Grunddisposition des Werkes findet der Fach- 
mann in den beiden obenerwähnten Teilen wohl eine sehr gründliche und in alle 
Details gehende Beschreibung des Standes dieser Fachgebiete, wie sie etwa dem 
Jahre 1946 entspricht. Der Autor hat es auch nicht versäumt, während der 
langen Zeit der Drucklegung laufend die neu bekanntgewordenen Resultate zu 
verarbeiten. So sind im Literaturverzeichnis, das ungefähr 2000 Hinweise ent- 

hält, Arbeiten bis und mit 1948 aufgenommen. 
| Ohne Zweifel stellt das von PRINGSHEIM geschaffene Werk ein Handbuch über 
die Photolumineszenz dar, das auch die Ansprüche des Spezialisten weitgehend 
zu befriedigen imstande ist. Das Buch kann jedermann, der mit diesem Fach- 


gebiet in Berührung kommt, zur Konsultation aufs wärmste empfohlen werden. 
E. Baumann. 
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Technische Hydraulik. Von CH. JAEGER (Verlag Birkhäuser, Basel 1949). 
480 S., 303 Abb.; sFr. 48.50. 


As remarked in the preface of this authoritative volume, the science of hydrau- 
lics is so broad in scope that no book on the subject could present in great detail 
more than a limited portion of the available material. Moreover, any treatise by 
a single author on so extensive a field is bound to emphasize the particular 
interests or contributions of the author. While Technische Hydraulik is snecific- 
ally directed at problems encountered in hydroelectric design, it alco reflects 
to a considerable degree the author’s predilection for non-uniform fiow in open 
channels and unsteady flow in conduits. Engineers concerned with cther phases 
of technical hydraulics may hence find their treatment comparatively scant. 
However, this lack of balance has permitted a far more detaiied presentation of 
many obviously important problems than is generally found in a reference work of 
this nature. 

Part A, the shortest of the four main divisions of the book, summarizes in 
34 pages “he physical bases of hydraulics, including the properties of water and 
its flow characteristics, the principles of similitude, and the essentials of conduit 
and open-channel resistance. Part B, on steady motion (138 pages), is further 
subdivided into sections on the fundamentals of hydrodynamics, the theory of 
flow in open channels as a function of discharge, energy, and momentum, and the 
computation of non-uniform flow of a continuous and a discontinuous nature, 
Part C, on unsteady motion (180 pages), is likewise subdivided into rather exten- 
sive sections on pendulation in surg> tanks and the theory of water hammer, 
followed by a short analysis of open-channel waves and surges. Part D, on the 
movement of groundwater (69 pages), provides a concise survey of the means 
whereby the Darcy filter law and the Dupuir theory of non-uniform free-surface 
flow are applied to steady and unsteady conditions of drainage and pumping. 
A 23-page appendix presents computational procedures for the evaluation of 
hydraulic losses and rates of flow, and a second appendix of 14 pages reviews 
the existing knowledge of bed-load movement and scour. 

Except for the previously mentioned unevenness of treatment, the author’s 
organization and presentation of material are excellent. His analytical approach 
is straightforward, and the numerous line drawings are generally simple and clear. 
To be regretted is the fact that no subject index but only an index of names is 
included. To be commended, on the other hand, is the author’s style of annotation, 
wherein not only reference titles but also pertinent biographical data are given 
for the principal writers cited. H. Rouse, Iowa. 


Das Polarisationsmikroskop. Von C. Burrı (Verlag Birkhäuser, Basel 
1950), 308 S., 168 Abb.; sFr. 28.80. 


Für die Charakterisierung und Diagnose kristalliner Medien spielen optische 
Daten eine hervorragend wichtige und in vieler Hinsicht einzigartige Rolle. In 
der Tat lassen sich kristalloptische Untersuchungen an Material der allerverschie- 
densten Beschaffenheit und Dimensionen erfolgreich durchführen, und es ist 
darum verständlich, daß das Polarisationsmikroskop zu einem Hauptwerkzeug 
der Mineralogie und Petrographie geworden ist, darüber hinaus aber auch von 
allen Forschungsgebieten, in denen es gilt, wie auch immer geartete Kristalle zu 
erkennen und zu beschreiben. Dem Lernenden bietet die Optik des polarisierten 
Lichtes und der anisotropen Medien erfahrungsgemäß oft ganz erhebliche Schwie- 
rigkeiten. Ihre griindliche Uberwindung ist deshalb sehr notwendig, weil das Ar- 
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beiten mit dem Polarisationsmikroskop nur allzu leicht handwerksmäBig und ohne 
}tieferes Verständnis der grundlegenden Erscheinungen betrieben werden kann. 
Auch der Praktiker entgeht dieser Gefahr nicht und wird mit Spannung das Werk 
Feines Spezialisten aufnehmen, in der sicheren Voraussetzung, seine theoretischen 
wie experimentellen Kenntnisse erweitern zu können. 
Es kann nun festgestellt werden, daß Conrap Burris Buch Das Polarisa- 
Jtionsmikroskop beiden oben angedeuteten Leserkreisen in schönster Weise ent- 
gegenkommt. Schon die Anlage des Werkes, das, wie im Vorwort hervorgehoben 
wird, eine vermittelnde Stellung «zwischen den ausgesprochen elementaren Ein- 
führungen... und den umfangreichen, von einem großen mathematischen Ap- 
parat Gebrauch machenden ... Darstellungen» anstrebt, entspricht nach unserer 
einung ganz dem Erwünschten. Fügt man noch hinzu, daß es dem Autor gelun- 
gen ist, seinen Plan in sehr klar verständlicher und zugleich präziser Weise zu 
ealisieren, so ist das Werk als in jeder Hinsicht empfehlenswert charakterisiert. 
Der Leser, der aus diesem Buch seine grundlegenden Kenntnisse der Kristall- 
bptik erwerben und eine Anleitung zu ihrem praktischen Gebrauch erhalten 
môchte, wird in den acht Abschnitten des Buches, die sukzessive die Grundbegriffe 
der Kristalloptik, das Mikroskop, die Untersuchungen im natürlichen Licht, die 
brthoskopischen Untersuchungsmethoden, die absorbierenden Kristalle, die kono- 
sskopischen Untersuchungsmethoden, die Bestimmung der Lichtbrechung nach 
ler Immersionsmethode und die Universaldrehtisch-Methoden behandeln, eine 
sstets sichere, ganz offensichtlich auf langer Erfahrung basierende Führung erhal- 
ten. Die bei aller Exaktheit stets durchsichtige und von vorzüglich klaren Figuren 
xnterstützte Darstellung wird ihm dazu verhelfen, selbst Fragen, die bei An- 
fängern (und nicht nur bei solchen) notorisch zu Verwechslungen Anlaß geben 
{wir denken zum Beispiel an die Unterscheidung von Wellennormalen- und 
Strahlenrichtungen), von allem Anfang an richtig zu erfassen. 

Für den fortgeschritteneren Leser wird die liebevolle Behandlung mancher 
Spezialfragen von besonderem Interesse sein. So wird er es sicherlich begrüßen, 
laß das elliptisch schwingende Licht ausführlicher behandelt wird, als in Büchern 
dieses Umfangs sonst üblich ist, und mit Gewinn die Theorie der elliptischen 
EKompensatoren, Halbschattenkeile usw. lesen. Sehr interessant ist auch die Dar- 
stellung der Skiodromen gehalten, und wir erinnern uns nicht, eine klarere Illu- 
stration der Beerschen Geschwindigkeitskegel gesehen zu haben, als in Figur 89 
xnthalten ist. Eine einläßliche Diskussion der Auslöschungsverhältnisse in den 
erschiedenen Kristallsystemen war vom Autor zu erwarten, nachdem dieser das 
hema bereits in einer Spezialpublikation behandelt hatte. Überhaupt ist die 
erücksichtigung und das Zugänglichmachen wertvoller Spezialabhandlungen 
ler Literatur in erfreulich reichlichem Maße geschehen, was den Wert dieses 
vorzüglichen Buches nur zu steigern vermag. Robert L. Parker. 


Practical Spectroscopy. By G. R. Harrison, R. C. Lorp and J. R. Loor- 
BOUROW. (Prentice Hall, Inc., New York 1948). 605 pp., 249 figs; $6.65. 


Während in deutscher Sprache seit dem Erscheinen von KaysERrs Standard- 
werk über Spektroskopie (Band 1, 1900) und von dem der experimentellen 
Spektroskopie gewidmeten Band 21 des Wien-Harmsschen Handbuchs (1927) 
keine ausführliche Monographie über dieses Gebiet erschienen ist, liegen in eng- 
lischer Sprache zwei neuere Monographien vor: «Experimental Spectroscopy » 
von R. A. SAWYER (Prentice Hall, 1944) und das hier zu besprechende Buch. Ein 
\weiteres, im Verlag A. Hilger (London 1949) erschienenes Buch von C. CANDLER, 
ebenfalls mit dem Titel Practical Spectroscopy, ist eine sehr nützliche Instruktion 
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fiir alle diejenigen, die mit Hilger-Instrumenten arbeiten, erhebt aber keinen 
Anspruch auf eine wissenschaftliche Monographie. 

Ein Vergleich der beiden amerikanischen Monographien drängt sich von selbst 
auf. SAWYER legt das Schwergewicht auf Konstruktion und Gebrauch von Pris- 
men- und Gitterspektrographen, wobei er sich in erster Linie an Physiker und 


Astrophysiker wendet. Die drei Verfasser der Practical Spectroscopy, ein Physiker M 


(G. R. H.), ein Chemiker (R. C. L.) und ein Biophysiker (J. R. L.) dagegen be- 
zwecken, ihre drei verschiedenen Gesichtspunkte gemeinsam zur Darstellung zu 
bringen und so einem größeren Kreis von spektroskopisch arbeitenden Wissen- 
schaftlern zu dienen. Daß diese schwierige Aufgabe — um es gleich vorwegzu- 
nehmen — fast durchwegs in recht befriedigender Weise gelöst worden ist, dafür 
bürgen schon die Namen der Verfasser und ihre Arbeitsstätte: The Massachusetts 
Institute of Technology. 

Die Bewältigung des großen Stoffes wird folgendermaßen vorgenommen. Die 
ersten neun Kapitel (227 Seiten) behandeln Technik und Gebrauch von Prismen- 
und Gitterspektrographen unter Vermeidung der in der Monographie von SAWYER 
ausführlich besprochenen theoretischen Grundlagen. Die folgenden zwei Kapitel 
(70 Seiten) über Entstehung von Atom- und Molekülspektren hätten wohl besser 


ganz weggelassen werden können zugunsten einer etwas breiteren Darstellung zum — 


Beispiel der sehr knapp ausgefallenen Infrarotspektroskopie. Ausführlich werden 
in den nächsten drei Kapiteln (124 Seiten) Fragen der Intensitätsmessung und der 
Photometrie behandelt, wobei im Hinblick auf Chemiker und Biophysiker der 
Absorptions-Spektralphotometrie besondere Aufmerksamkeit geschenkt wird. 
[Eine kleine Bemerkung: Das auf Seite 373 erwähnte und für Orientierungsver- 
suche empfohlene Baly-Rohr leistet häufig auch bei exakten Absorptionsuntersu- 


chungen unschätzbare Dienste, allerdings nicht in der in Fig. 14.2 (a) dargestell- — 


ten, veralteten Ausführung mit Gummimanschetten (statt mit Schliffen)]. Zwei 
weitere Kapitel (47 Seiten) sind der qualitativen und quantitativen Emissions- 
spektralanalyse gewidmet. Die letzten vier Kapitel (100 Seiten) endlich vermitteln 
einen guten Überblick über die großen Gebiete der Infrarot-, Raman-, Vakuum- 
und Interferenz-Spektroskopie, über die aus neuerer Zeit ausführliche Sonder- 
darstellungen vorliegen. Im Kapitel über Infrarotspektroskopie wäre vielleicht 
ein kurzer Hinweis auf die interessanten neuen Methoden von SUTHERLAND und 
von THOMPSON zur Sichtbarmachung von Infrarotspektren im Kathodenstrahl- 
oszillographen am Platz gewesen. 

Zahlreiche Figuren und Tabellen sowie umfangreiche Literaturangaben er- 


höhen den Wert des Buches beträchtlich. Abbildungen und kurze Besprechungen 


der wichtigsten neuen Typen von Spektralapparaten und zugehörigen Hilfsgeräten, 
vornehmlich amerikanischer und englischer Herkunft, werden vor allem dem 
Praktiker von großem Nutzen sein. K. Wieland. 
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§ 3. Arithmetische Prinzipien 


3.1. Zahlsysteme 


Unter einem Zahlsystem versteht man allgemein die Art und Weise, eine 
positiv reelle Zahl durch Zeichen (Ziffern) darzustellen, d.h. zu verziffern. 
Dabei ist das Dezimalsystem nur ein Sonderfall (B = 10) der allgemeineren 
Darstellung 


u Dy hi be (3-1) 


wobei die ganze Zahl B > 2 die Basis des Zahlsystems heißt und die ebenfalls 
ganzen Zahlen x, (0 S x, < B) die Ziffern der Zahl x sind. 

Beim praktischen Rechnen können immer nur endliche B-albrüche verwen- 
det werden, die dann von den darzustellenden Zahlen x um gewisse Beträge 
6x abweichen ; deshalb interessiert die mit einer gewissen Stellenzahl N erreichte 
relative Genauigkeit y = x/öx. Da durch geeignete Abrundung immer erreicht 
werden kann, daß dx höchstens eine halbe Einheit der letzten Stelle ist und 
eine N-stellige B-alzahl stets mindestens BY"! Einheiten der letzten Stelle 
betragt, alt 2BN 7 

Um also auch in ungünstigen Fällen eine relative Genauigkeit y, zu sichern, 
sind 

10270 2 


[eae se (3.2) 


wesentliche Stellen notwendig. 

Wahrenddem nun bisher die Zahl zehn als Basis fiir die Verzifferung unbe- 
stritten war, kommen für den Bau programmgesteuerter Rechenmaschinen 
doch auch andere Zahlsysteme in Betracht. Zur Verzifferung mit der Basis B 
braucht es B verschiedene Ziffern (0,1,..., B — 1), die in einer Rechenma- 
schine durch B verschiedene Zustände eines geeigneten mechanischen oder 
elektrischen Systems dargestellt werden können. So haben die Zählräder in den 
Bürorechenmaschinen 10 ausgezeichnete Stellungen, die den Ziffern 0 bis 9 
zugeordnet sind. 

Für eine schnelle Maschine kommen hingegen nur elektrische Schaltelemente, 
zum Beispiel Relais und Elektronenröhren, in Betracht, und diese haben nur 
zwei stabile Zustände. Somit ist für solche Maschinen das Zahlsystem mit der 
Basis B — 2, das sogenannte Dualsystem, bevorzugt, welches tatsächlich bei 
einigen fertiggestellten oder im Bau befindlichen Maschinen zur Anwendung 
kommt!) : 

Da das Dualsystem eine rein interne Angelegenheit dieser Maschinen ist — 
man denkt wohl kaum daran, auch im täglichen Leben das Dezimalsystem zu 


1) Vgl. die Zusammenstellung der Maschinen am Schluß von $2, S. 201-294. 
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verdrängen — müssen die Ausgangswerte und Konstanten eines Problems 
zuerst ins Dualsystem übertragen werden, und am Ende der Rechnung hat die 
ückverwandlung der Resultate ins Dezimalsystem zu erfolgen (vgl. $ 3.7). 


Die Vorzüge des Dualsystems sind durch die Tatsache begründet, daB man 
mit den beiden Ziffern 0 und L!) auskommt, jede Ziffer einer Zahl ist damit 
immer entweder 0 oder L. Diese Alternative entspricht nicht nur den elektrischen 
Schaltungen vortrefflich (geöffnetes oder geschlossenes Relais), sondern stellt 
uch die Brücke zum Aussagenkalkül her?) (richtig oder falsch). 

Eine für die Praxis wichtige Eigenschaft ergibt sich aus Formel (3.1), vermöge 
er sich eine Zahl aus ihren Ziffern aufbaut: Nur beim Dualsystem ist x immer 
eine Summe der reinen Potenzen der Basis, z. B. LOLOL = 24 + 22+ 20 — 21; bei 
llen andern Zahlsystemen sind die Faktoren x, im allgemeinen a alsıle 

Ferner zeigt es sich, daß das Dualsystem im Mittel die kleibsten Quersummen 

ergibt, was für Multiplikation und Division von Bedeutung ist, denn die Dauer 
dieser Operationen ist durch die Quersumme des Multiplikators bzw. Quotienten 
estimmt. Weil jede Stelle eines B-albruches im Mittel (B — 1)/2 zur Quersumme 
iträgt und die zur Erreichung einer relativen Genauigkeit y, notwendige Stellen- 
zahl nach (3.2) im wesentlichen log y,/log B ist, folgt, daß die mittlere zu er- 
vartende Quersumme bei festem, vorgeschriebenem », zu (B— 1)/logB propor- 
tional ist. Dieser Ausdruck ist für B = 2 am kleinsten, nämlich zirka 1,44, während 
sich für das Dezimalsystem zirka 3,9 ergibt. 
‚ Zu den Nachteilen des Dualsystems muß einmal die Notwendigkeit des Über- 
setzens gerechnet werden, ferner ist das Ziffernbild einer Zahl wenig differenziert, 
eil nur die Ziffern 0 und L auftreten. Es ist deshalb nicht leicht, eine Zahl mit 
sinem Blick zu erfassen, um so mehr, als im Dualsystem wesentlich mehr Stellen 
hotwendig sind, um die gleiche Genauigkeit zu gewährleisten (einer 12stelligen 
ezimalzahl entspricht eine 40stellige Deakah)). 


3.2. Duale Verschlüsselung 


Da die Verwendung des reinen Dualsystems in einer Rechenmaschine viele 
Nachteile mit sich bringt, haben namhafte Konstrukteure am Dezimalsystem 
estgehalten. Um aber dennoch von den Vorteilen des Dualsystems profitieren zu 
Nzönnen, stellen sie wenigstens die einzelnen Ziffern einer Zahl durch Dualzahlen 
jar. Es wird zu diesem Zweck eine Vorschrift eingeführt, welche jeder ganzen 
Zahl x(0 <x<10) eindeutig eine ebenfalls ganze Zahl ¢(x) [0 S¢(x) < 16] 
‚uordnet. Diese wird als vierstellige Dualzahl geschrieben und die der Ziffer x 
‚ugeordnete T'etrade genannt. 

Die nächstliegende aller möglichen Vorschriften ist durch die Funktion 
(x) = x bestimmt (sogenannte direkte Verschliisselung)*). Bei dieser wird also 
infach jede Ziffer ins Dualsystem übersetzt, z. B. 


6295 > OLLO’00L0’LOOL’OLOL. 


Die Dual-Eins wird zur Unterscheidung von der Dezimal-Eins mit L bezeichnet. 


) 
2) Vgl. C. E. SHANNON [48]. 
) Angewendet bei Mark II [3] und SSEC (IBM) [82]. 
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Ferner wurde beim «Complex Computer»!), welcher allerdings keine eigent- 
liche programmgesteuerte Rechenmaschine ist, die sogenannte Dreiexzeß-Ver- 
schliisselung verwendet: f(x) = x + 3, oder 


DEL 7.0.2 > LIE OSS LEO 


Diese zeichnet sich unter anderem dadurch aus, daß niemals alle Dualzif- 
fern einer verschlüsselten Zahl 0 oder alle L sein können, so daß sich das Ver- 
sagen von elektrischen Schaltelementen sofort anzeigt. 

Wir wollen uns nun sofort dem allgemeinen Fall zuwenden: Die Gesamtzahl 
aller möglichen Zuordnungen x— t(x) beträgt offenbar 161, worin allerdings 
auch die nicht eindeutig umkehrbaren inbegriffen sind. Um die Übersicht nicht 
zu verlieren, scheidet man aus dieser Menge durch geeignete Postulate die- 
jenigen Funktionen {(x) aus, die zu unzweckmäßigen Verschlüsselungen führen 
würden. Diese Postulate sind nach AIKEN®): 


A. Verschiedenen Ziffern sollen verschiedene Tetraden zugeordnet werden, d. h. | 


t(x) soll jeden Wert höchstens einmal annehmen. 


B. Die größere Ziffer soll auch durch die größere Dualzahl dargestellt werden, 
d.h. aus x < y soll ¢t(x) < t¢(y) folgen. 


C. Wenn sich zwei Ziffern x und y auf 9 ergänzen, sollen auch die zugeordneten 


Tetraden komplementär sein, also durch Vertauschung von 0 und L aus- 
einander hervorgehen, d. h. es soll dann (x) + ¢(y) = 15 gelten. 


Aus diesen Postulaten, denen noch 56 Verschlüsselungen genügen, folgt 


übrigens, daß sich die Ziffern 0 bis 4 einerseits und 5 bis 9 anderseits durch die » 


erste Dualziffer der zugeordneten Tetraden unterscheiden; diese ist nämlich 
Da) rar rund Dita) >85, 
D. Die geraden (bzw. ungeraden) Ziffern sollen durch gerade (bzw. ungerade) 


Tetraden (oder umgekehrt) dargestellt werden, so daß die letzte Dualstelle | 


einer Tetrade die Parität der dargestellten Ziffer bestimmt. 


E. Es soll möglich sein, jeder der vier Dualstellen einer Tetrade geeignete 
Gewichte zuzuordnen, so daß die gewogene Quersumme der Tetrade die dar- 
gestellte Ziffer ergibt; es soll sich also x auf diese einfache Weise aus Z(x) 
berechnen lassen. (Zum Beispiel haben die vier Dualstellen bei der anfangs 
erwähnten direkten Verschlüsselung die Gewichte 8, 4, 2, 1.) 


Die Zahl der verschiedenen Verschliisselungen, welche diesen fiinf Axiomen 
gentigen (die direkte Verschliisselung verletzt das Postulat C und die Drei- 
exzeBverschliisselung gentigt der Bedingung E nicht), betragt noch 4, unter 
denen sich die Aikensche oder 2-4-2-1-Verschliisselung durch besondere Ein- 
fachheit auszeichnet: 


1) Beschreibung dieser Maschine: Bell Laboratories Record 19, Nr. 2, S. 5/6 (Oktober 1940). 
2) Persönliche Mitteilung. 
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jen | x | für AD) | 
SiO) Vitis x = 5 
oder 

O+ 0000 5> LOLL 

1> 000L 6>LLOO ae 
2+ 00L0 7 LEOL 

3> 00LL 82-1170 

4 0L00 D2-LLLT: | 


Die Gewichte sind hier 2, 4, 2, 1; zum Beispiel ist also 7 (LLOL)=2+4+0+1. 
Rechnen mit dual verschlüsselten Zahlen. Darüber sagen die fünf Axiome 
gar nichts aus. Das Rechnen kann nun immer auf die Addition zurückgeführt 
werden’), welche ziffernweise durchgeführt wird, so daß man sich darauf be- 
schränken kann, die Addition von einzelnen Ziffern in Betracht zu ziehen. Da 
diese aber Ausschnitte aus vielstelligen Zahlen sind, müssen noch die eventuell 
erfolgenden Zehnerüberträge von rechts her und nach links berücksichtigt 
‚werden. 
Die Aufgabe, die Summe zweier Ziffern x und y zu bilden, besteht also 
(darin, aus den Tetraden ¢(x) und ¢(y) und dem eventuell von rechts kommen- 
den Übertrag u (es ist # = 1 oder 0, je nachdem ein solcher Übertrag erfolgt 
‚oder nicht) die folgende Tetrade zu bilden: 


Ux + y+ u) falls x + y + u < 10 
(3.4) 
16+t(x+y+u—10) falls x + y +u Z 10 


Der Summand 16 im zweiten Fall entspricht dem Zehnerübertrag, der zur 
‘hächst höheren Tetrade zu erfolgen hat und der, dual aufgefaßt, einen Wert von 
16 Einheiten der betrachteten Tetrade besitzt (vgl. Fig. 2). 


Tetrade 10%+1 Tetrade 10” 
SUR MALANE ES X X X X X X X X 
2ISUMANTE NT RANCE x X X X 
Kormekturene) "se xX XX xX XX 
Summe ohne Ubertrag Gort. ee LOL LEE) 

1 

Summe mit Übertrag. OAL OG PAORETE 

Fig. 2 

Zehnerubertrag 


1) Vel. § 3.5. 
2) Vgl. weiter unten. 
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Man geht nun meistens so vor, daß man zunächst in einem dualen Addier- 
werk die Summe Z(x) + ¢(y) + « bildet; falls dies nicht das gemäß (3.4) gefor- 
derte Resultat ergibt, hat noch eine Korrektur zu erfolgen, was je nach der ge- 
wählten Verschlüsselung mehr oder weniger kompliziert ist (vgl. auch $ 5.11). 
Um diese Korrekturen zu bestimmen, vergleichen wir die Summe #(x) + ¢(v) + u 
(Haben) mit den Sollbeträgen von (3.4), wobei für {(x) die speziellen Funk- 
tionen eingesetzt werden: 


a) Direkte Verschlüsselung 


Soll: x+y+u fir x+y+u< 10 


Hal x GA ! EL 
OEP Wer yer a fiir x*+y+u =z 10 aben xt y+u 


Das heißt: Die Summe ¢(x) + ¢(y) + w ist richtig für x + y + «< 10, andern- | 
falls hat man die Korrektur 6 = OLLO zu addieren (worauf dann ein Übertrag M 


zur nächst höheren Tetrade erfolgt). 


b) Dreiexzeß-Verschlüsselung 


Sol: + y+u+3 für x+y+u<10 
x+y+tu+9 für *+y+u=210 


Haben: x+y+u+6. 


Die Korrektur ist also — 3 1m ersten, + 3 im zweiten Fall. Diese beiden Fälle 
unterscheiden sich offenbar dadurch, daB der Habenbetrag im ersten Fall < 16, 


im zweiten = 16 ist, d. h. daß genau im zweiten Fall schon ohne die Korrektur | 
ein Übertrag zur nächst höheren Tetrade erfolgt, welcher richtig ist und durch M 


die Korrektur nicht mehr beeinflußt wird. 


c) Aiken-Verschlüsselung 


Soll: Haben: 
X+y+u für *+ytu< 5 x+y+u für 7, ye 
. 7 De 
x+y+u+6für 5S 44+ y4+u<15 x+y+u+ 6 für en: 
GB: y<z3 
x+y+u+1l2 für 15 € x + y + 4. HV CHE PMP ree oe 


Korrekturen sind also in folgenden Fällen notwendig: 


x,y<5, <+y+u> 5:  Korrektu- +6, 
VES, x y Eu 5" "Korrektur— 6. 


Interessanterweise ist die Summe ¢(x) + ¢(y) + u gerade dann korrekturbe- 
dürftig, wenn sie, von einem eventuellen Übertrag zur nächst höheren Stelle 
abgesehen, eine Pseudodezimale ist, d. h. eine der 6 nicht zur Darstellung der 


À 
! 


| 
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‚10 Ziffern verwendeten vierstelligen Dualzahlen: 
| 


| Je 0E0L = 000 
6* = 0ELO 5 = bop 
77 = OLEL EN 


Wenn also die Summe Z(x) + ¢(y) + w eine richtige Tetrade ist, so bedarf sie 
‚keiner Korrektur mehr. 


Beispiel: 
5— LOLL 7> LLOL 
6— LLOO s— LLLO 
L OLLL— Pseudodezimale 7* 15 ae 1 Ol richtige Dezimale 5 
+ Ubertrag, also + Übertrag, keine 
— 0LLO Korrektur — 0LLO Korrektur 
PT 0 0-05, 


Eine besondere Art der Darstellung der Ziffern (Biquinary Notation), welche 
den rômischen Ziffern gleicht, wurde im Bell Computer?) verwendet. 
| 3.3. Darstellung der Zahlen in der Maschine?) 

Im folgenden soll davon abgesehen werden, daB die zehn Ziffern des Dezi- 
malsystems durch Tetraden dargestellt werden und daß nach jeder Addition 
 Korrekturen notwendig sind. 

In jeder digitalen Rechenmaschine können die Rechengrößen nur durch 
endliche Dezimal- oder Dualbrüche dargestellt werden, und zwar ist die übliche 

Genauigkeit bei programmgesteuerten Rechenmaschinen zirka 12 Dezimal- 
oder 40 Dualstellen. Das Vorzeichen erfordert bei beiden Systemen eine Dual- 
‚ziffer, indem beispielsweise + als 0 und — als L geschrieben wird. Was aber 
die Kommastellung anbelangt, so unterscheidet man zwei Haupttypen: 

A. Maschinen mit beweglichem Komma (floating decimal [binary] point), zu 
denen der Bell Computer [6], Mark II [3] und das Rechengerät von Zuse [66] 
gehören und welche alle Zahlen in sogenannter halblogarithmischer Form 
darstellen: x = + PB“ (B = Basis des Zahlsystems). Damit ist jede Zahl 
durch ein Zahlenpaar vertreten, z. B. bei Mark II gemäß Fig. 3. 


RIRES MAIS 
x =| + [1,7543 85965 | — |2| 
f f ns 
i 40 1 4 = total 46 Dualstellen. 
Fig. 3 


Darstellung einer Zahl in Mark II. 
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g heißt der Exponent von x; die Zahl p, die immer im Intervall 1 = p<B 
liegen. muß, wird gelegentlich als Mantisse bezeichnet (in der Tat ist ja g 
die Kennziffer, log p die Mantisse von log” x). 


Sonderwerte. Da die Zahl 0 keine halblogarithmische Darstellung besitzt, 
muß sie durch ein besonderes Zeichen markiert werden, zum Beispiel sind bei 
Mark II in diesem Fall alle 46 Dualziffern = 0. Der deutsche Konstrukteur 
ZUSE hat außer für 0 auch für co sowie für die gänzlich unbestimmte Größe 
0/0 (= co — ow oder dergleichen) je ein besonderes Zeichen eingeführt. K. ZUSE, 
der die Zahlen in seiner Maschine durch 32 Dualziffern darstellt (24 für 2, 
8 für g), fügt zu diesem Zweck noch eine weitere Dualziffer mit folgender Be- 
deutung bei: Wenn diese 0 ist, so bestimmen die übrigen 32 Dualziffern eine 
normale Zahl x = p B1; ist diese aber L, so liegt ein Sonderwert vor, und die 
übrigen 32 Dualziffern entscheiden, ob es sich um 0, co oder ? (Unbestimmt) 
handelt. 


B. Maschinen mit festem Komma (fixed decimal [binary] point). Bei diesen 
werden die Zahlen ebenfalls als endliche Ziffernfolgen dargestellt, aber im 
Gegensatz zu den Maschinen mit beweglichem Komma ist hier dem Komma 
innerhalb der Zifferngruppe eine feste Position zugewiesen, nämlich bei den 
meisten Maschinen am Anfang der Zifferngruppe!) (so daß alle Rechen- 
größen im Intervall — 1< x< 1 liegen müssen), während sie bei Mark I 
und Mark III wenigstens noch für jedes Problem wählbar ist: 


Mögliche Kommastellungen bei Mark III: ,7,3,6 2,51,4039281706, 
ebenso bei BINAC und IAS: \0OHEBOOLEOOBEOOEE ICE 


Das Vorzeichen erfordert ebenfalls eine Dualziffer, eine Angabe des Expo- 
nenten ist unnötig. 


Für den Uneingeweihten scheint diese starre Behandlung des Kommas 
nicht nur ein schwerer Nachteil, sondern überhaupt ein unhaltbarer Zustand 
zu sein. Tatsächlich ist es aber so, daß man, falls die Größenordnung der in der 
Rechnung auftretenden Zahlen einigermaßen bekannt ist, das Problem so 
transformieren kann, daß dann alle in die Rechnung eingehenden Größen im 
Intervall — 1 < x < 1 liegen. Man wird dabei vor allem darauf ausgehen, eine 
nach oben sichere Abschätzung zu erhalten, selbst auf die Gefahr hin, daß 
nachher die in der Rechnung auftretenden Zahlen sehr viel kleiner als 1 sind 
(dafür hat man ja bei diesen Maschinen zum Teil so viele Stellen). 

Außerdem hat es der das Problem Vorbereitende als ultima ratio in der Hand, 
die Rechnung so zu gestalten, daß die Skala — welche sich bei den Maschinen 
mit beweglichem Komma automatisch anpaßt — ebenfalls beweglich wird, 
vel. [15]. 


1) Es scheint allerdings, daB die Stellung des Kommas zwischen der ersten und zweiten Ziffer 
vorteilhafter wäre, vgl. [35]. 


Mu 
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Zusammenfassend kann gesagt werden, daß zwar der Umstand, daß man 
ci einer Maschine mit festem Komma die Größenordnung der in der Maschine 
vebildeten Rechenresultate ungefähr vorausbestimmen muß, um erfolgreich 
amit arbeiten zu können, ein entschiedener Nachteil ist, der aber durch eine 
Anzahl von Vorteilen gegenüber den Maschinen mit beweglichem Komma 
ehr als ausgeglichen wird. Zweifellos wird man in der Weiterentwicklung ver- 
fsuchen, die Vorteile beider Systeme in einer Maschine zu vereinigen. 


3.4. Rechnen mit halblogarithmisch dargestellten Zahlen 


Es soll hier kurz erklärt werden, welche arithmetischen Probleme die vier 
Grundoperationen in einer Maschine mit beweglichem Komma aufwerfen. Be- 
treffs schaltungstechnischer Probleme vergleiche man die sehr ausführliche 
Beschreibung von Mark II [3]. 


Addition und Subtraktion 


Zunächst ist klar, daß nur Zahlen mit gleichen Exponenten addiert werden 
können. Deshalb muß man zuerst die Differenz der Exponenten bilden und 
dann den Summanden mit dem kleineren Exponenten um eine gewisse Anzahl 
‘Stellen nach rechts verschieben, zum Beispiel bei einer dreistellig dezimalen 
‚Maschine: 
a) 5,32 x 10-4 0,05 x 10-2 
4,73 x 107? — 4,73 x 10? 
Korrekte halblogarithmische Summe 4,78x10-2 


b) 9,82x 10? — 9,82 x 102 
7,52x101 + 0,75 X 102 


10,57 x 10? 


Die Mantisse ist hier größer als B= 10, deshalb hat ein Ausrichten der Summe 
:zu erfolgen, deren halblogarithmische Darstellung lautet: 1,06 X10$. 


c) — 5,55x101 
+ 553x101 
= 0 02101 


Auch hier genügt die Mantisse nicht mehr der Bedingung 1 £ p< B, es ist 
jetzt eine Stellenverschiebung nach links notwendig, die korrekte Darstellung 
wird so: -2,00 X10-1. 


Im Beispiel c erscheinen infolge der Stellenverschiebung nach links am 
Ende eine Anzahl von Nullen, welche eine nicht vorhandene Genauigkeit vor- 
täuschen. Es ist dies ein Nachteil der Maschinen mit beweglichem Komma, daß 
sie den beim Subtrahieren fast gleich großer Zahlen auftretenden Genauig- 
keitsverlust nicht erkennen. 
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Multiplizieren und Dividieren 


Für diese beiden Operationen addiert bzw. subtrahiert man die Exponenten 
und multipliziert bzw. dividiert die Mantissen. 


Nun kann aber das so erhaltene Mantissenprodukt eine Zahl zwischen 1 und! 
B? sein, so daß eventuell eine Rechtsverschiebung derselben und gleichzeitig eine 
Erhöhung des Exponenten nötig ist. Entsprechend kann der Mantissenquotient 
zwischen B-! und B liegen und verlangt also eventuell nach einer Linksverschie- 
bung mit Verminderung des Exponenten. Im Detail werden diese beiden Opera- 
tionen ähnlich ausgeführt wie bei den Maschinen mit festem Komma, für welche 
sie ausführlich beschrieben sind (vgl. $$ 3.52 und 3.53). 

Wie man sieht, hat die halblogarithmische Darstellung der Zahlen in einer 
Rechenmaschine den Nachteil, daß Addition und Subtraktion, welches bei 


weitem die häufigsten Operationen sind, verhältnismäßig kompliziert werden. 


Rechnen mit Sonderwerten 


Der Exponent in der halblogarithmischen Darstellung einer Zahl kann nur 
in gewissen Grenzen variieren (z. B. von — 15 bis +15 bei Mark II), so daß‘ 
die Größenordnung der in der Maschine vorkommenden Rechengrößen auch 
nicht ganz unbeschränkt ist. Es kann nun vorkommen, daß bei der Ausführung 
der Rechnung Zahlen entstehen, deren Exponenten die erwähnten Grenzen 
überschreiten, d. h. der Exponent überfließt!). In einem solchen Fall muß eine 
Rechenmaschine normalerweise anhalten, da sonst falsche Resultate entstehen. 
Das Rechengerät von K. Zuse bildet hingegen einen Sonderwert «sehr groß» 
und rechnet mit diesem weiter, solange dies auf eindeutige Weise möglich ist. 
Erst wenn Operationen wie 0-00 und oo — oo zu unbestimmten Resultaten’ 
führen, kommt es zum Unterbruch der Rechnung. Das unvorhergesehene An- 
halten der Maschine wird dadurch nicht nur verzögert, sondern in vielen Fallen. 
überhaupt verhindert. Zum Beispiel kommt es beim Auswerten von Ketten- 
brüchen vor, daß ein Teilnenner oo oder sehr groß wird. Da diese Größe aber 
in einem Nenner steht, ist sie völlig unschädlich; tatsächlich wird auch das 
Rechengerät von ZUSE in einem solchen Fall (im Gegensatz zu andern Ma- 
schinen) nicht anhalten, sondern vorübergehend den Sonderwert oder «sehr 
groß» bilden. 


3.5. Rechnen mit Maschinen mit festem Komma?) 


Es wird im folgenden immer angenommen, daß in einer solchen Maschine 


das Komma so gesetzt sei, daß alle Zahlen zwischen — 1 und + 1 (Grenzen aus- 
1) Überfließen heißt: Die höchste Stelle des betreffenden Zählwerks springt von B—1 auf 0 
und der resultierende Übertrag geht verloren (wie es auch bei Bürorechenmaschinen beobachtet 
werden kann). Es resultiert also ein Fehler von B Einheiten der höchsten Stelle. 
2?) Vgl. hierüber auch Burks, GOLDSTINE und v. NEUMANN [20], § 5, sowie A. W. Burks 
(Lecture 8 in [39]). 
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geschlossen) liegen, d. h. sie treten als Ziffernfolgen fester Stellenzahl N auf, 
bei denen das Komma stets vor der ersten Stelle zu denken ist, zum Beispiel 


3141592653 = 15 mitN=10. 


Wenn auch bei Mark I und Mark III die Kommastellung innerhalb oder am 
Ende der Ziffernfolge gewählt werden kann, so ist dies nur eine Rechenerleich- 
terung und ändert das Prinzip nicht. 


3.51. Addition und Subtraktion, Komplementbildung 


Vor Beginn jeder Rechenoperation befinden sich die beiden Operanden 
(Augend und Addend oder Minuend und Subtrahend) im Speicherwerk der 
Maschine. Da sie selbst noch mit Vorzeichen versehen sind, kann erst nach dem 
Ablesen derselben entschieden werden, ob effektiv eine Addition oder Subtrak- 
tion auszuführen ist. Diese Entscheidung wird dadurch vereinfacht, daß man 
Addition und Subtraktion gleichwertig als Addition von Zahlen behandelt, von 
denen eine oder beide negativ sein können, und außerdem negative Summanden 


-im Rechenwerk nicht als Absolutbetrag mit Vorzeichen, sondern als Komple- 


mente (konegative Gestalt) darstellt: 

Zu jeder negativen Zahl x, die ins Rechenwerk eingeht, wird automatisch 
eine Konstante C addiert, die Summe %¥ = x + C heißt dann das Komplement 
von x. Wenn diese Konstante C = 2— y ist (wobei 7 = B~™ eine Einheit der 
letzten Stelle bedeutet), so ist wegen x > —1, genauer x = —1 + » offenbar 
M = 1. 

Somit besteht dann eine eindeutige Unterscheidung zwischen den positiven 


- Zahlen und den in komplementärer Form dargestellten negativen Zahlen; 


diese sind unechte, jene echte Dezimal- oder Dualbrüche. Diese Unterscheidung 


- ist natürlich unerläßlich, so daß nur Konstanten C = 2 — 7 brauchbar sind. 
Da also die im Rechenwerk auftretenden konegativen Zahlen (negative Zahlen 


in komplementärer Form) > 1 sind, muß dieses noch mit einer zusätzlichen Stelle 
vor dem Komma (Einer) versehen sein. 

Wird außerdem für positive Zahlen x= x gesetzt, so ist immer = x 
(mod C), damit auch ¥ + y = x + y (mod C). Um also die richtige Darstellung 
für X + y zu erhalten, müssen X und y addiert und die Summe mod C ins 
Intervall 0 <x<C oder 0<x=<C!) reduziert werden. Damit ist das Pro- 
blem der allgemeinen Addition offenbar gelöst. 

Von den vielen möglichen Werten für C sind eigentlich nur zwei wesentlich 


| verschiedene im Gebrauch, nämlich B und B — n, und man unterscheidet dem- 


gemäß auch zwei Arten von Komplementen, nämlich die B- und die (B — 1)- 
Komplemente: 


1) Die erste Ungleichung entspricht dem Fall, daß 0 als positive Zahl dargestellt wird, so daß 


| 0 = 0 ist, während die zweite Ungleichung in Kraft tritt, wenn 0 als negative Zahl behandelt wird, 
| wobei dann 0 = C wird. 
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Bei den B-Komplementen (C = B) wird die Null immer als positive Zahl auf- 
gefaßt. Das Rechnen mod B wird dadurch realisiert, daß der Übertrag von der; 
höchsten Stelle (Einer), der ja ins Leere geht, unterschlagen wird; damit bleiben 
alle Zahlen automatisch im Intervall0 S$ x< B = C. 


Beispiel: (Dezimal) : 


+ ,6857—> 0,6857 — ,3456— 9,6544 

— ,3928— 9,6072 — ,4321 + 9,5679 

fallt weg <— 0,2929 fallt weg <— 9,2223 
also x + y = 0,2929 also Fee i= 952223 
a+t+y = —0,7717 


Bei den (B—1)-Komplementen ist C= B—n, die Null wird dann zweck-|! 
mäßig als negative Zahl betrachtet und folglich durch B— n (alle Ziffern sind 
B — 1) dargestellt. Das Rechnen mod B-- 7 wird so realisiert, daß man den 
von der höchsten Stelle (Einer) ausgehenden Übertrag, der den Wert B hat, der 
letzten Stelle, deren Einheit den Wert 7 hat, zuführt. Dies ist der sogenannte 
Endiibertrag (end around-carry), er entspricht offenbar einer Subtraktion von 
B—y. 

Beispielen B — 10 2N 4) 


+ ‚6857 -> 0,6857 — ,3456— 9,6543 

— ‚3928 = 9,6071 — ‚4321 9,5678 
0,2928 1 )9,2221 

Endübertrag “> 1 Endübertrag KL 1 
Summe 0,2929 GE y= 92258 


Die Zuteilung der Null zu den negativen Zahlen bei Maschinen mit (B — 1)- 
Komplementen hat folgenden Grund: 

Eine Summe von positiven Zahlen (auch konegative Zahlen sind ja positiv) 
kann nie 0 sein, so daß die Null als Rechenresultat im allgemeinen zunächst als 
C und nicht als 0 erscheint. Da aber bei C= B — n der Endübertrag ausbleibt, 
erfolgt keine Reduktion mod C auf 0, sondern die Null bleibt als 0 = B — y» 
im Rechenwerk und trägt damit alle Merkmale einer negativen Zahl. 


Komplementbildung 


Wenn eine negative Zahl aus dem Speicherwerk als Summand ins Rechen- 
werk übergeführt wird, so muß eine Komplementbildung erfolgen, und wenn 
man eine negative Summe speichern will, so muß wieder der Absolutbetrag mit 
Vorzeichen gebildet werden, wozu eine neue Komplementbildung erforderlich 


ist!). Esist deshalb außerordentlich wichtig, eine einfache Regel für die Komple- 
mentbildung zu haben. 


1) Einige Maschinen, nämlich Mark I [1] und IAS [20], verwenden allerdings die konegative 
Form der negativen Zahlen auch im Speicherwerk, was dann aber Multiplikation und Division 
kompliziert. 


Vol. I, 1950 Programmgesteuerte digitale Rechengeräte 351 


Wie man sich leicht überzeugt, erhält man das (B — 1)- Komplement einer 
| negativen Zahl einfach dadurch, daß man alle Ziffern ihres Absolutbetrages 
‚zu B — 1 ergänzt. Im Dualsystem ist dies besonders einfach: Jede 0 ist durch 
L und jede L durch 0 zu ersetzen, was auch technisch sehr leicht durchzuführen 
jist. Falls aber die Verschlüsselung der 10 Ziffern des Dezimalsystems geeignet 
gewählt wird, genießt man dieselben Vorteile auch in diesem (vgl. Postulat C, 
| § 3.2). 
| Um hingegen die B-Komplemente zu bilden, ist eine richtige Rechenopera- 
| tion erforderlich; man kann nämlich zunächst das (B — 1)-Komplement bilden 
| und dann in der letzten Stelle eine 1 addieren. Obgleich dies eine sehr einfache 
| 
| 


Addition ist, muß doch damit gerechnet werden, daß sie eine ganze Reihe von 
Überträgen auslöst, weshalb die B-Komplementbildung wesentlich mehr Auf- 
wand erfordert. 


3.52. Multiplikation 


| Wenn negative Zahlen als Absolutbetrag mit Vorzeichen im Speicherwerk 
Lsind1}, so werden Multiplikator (MP) und Multiplikand (MC) dem Rechenwerk 
| in folgender Form zugeführt: 


N N 
I I u ET a 
x 1 


Dabei können die x, und y,, die Ziffern der beiden Faktoren, nur die Werte 
0, 1, ...., B- 1 annehmen. Die Vorzeichen der beiden Faktoren werden im 
folgenden immer außer Betracht gelassen, weil die Maschine nur die Absolut- 
beträge multipliziert und nachher noch das Vorzeichen des Produkts bestimmt. 

Die eigentliche Multiplikation wird nun so ausgeführt, daß jede Stelle des 
Multiplikators mit dem ganzen Multiplikanden multipliziert und das Ganze 
-summiert wird, d.h. man bildet: 


~ 
Rives Ay Dr 
1 


Die durch ein Beispiel (B = 10, N = 4) angedeutete altbekannte Methode: 
HAE 9999 209999 


,11108889 
ist in programmgesteuerten Rechenmaschinen, die mit Relais oder Elektronen- 


1) Wenn die negativen Zahlen auch in komplementarer Form gespeichert werden, so müssen 
erst — wie bei Mark I — die Absolutbetrage gebildet werden, oder man kann auch direkt mit den 
eventuellen konegativen Zahlen zur Produktbildung schreiten. Hierüber Näheres in [20], Abschnitt 


510 und 5.11, S. 16f1. 


Soy Heinz RUTISHAUSER, AMBROS SPEISER und EDUARD STIEFEL ZAMP 


röhren arbeiten, unökonomisch, weil es ein (2 N)-stelliges Addierwerk braucht, um 
das Produkt zu bilden, während das in dieser Hinsicht sparsamere, ebenfalls wohl- 
bekannte Verfahren der abgekürzten Multiplikation zu anderen Unzulänglich- 
keiten führt!). 


Hingegen kann man bei Anwendung des nachstehend beschriebenen Algo- | 
rithmus [Formel (3.5)] mit einem N + 1-stelligen Addierwerk AC?) und einem | 
N-stelligen Register MR auskommen (das Register MR muß nicht addieren 
können und ist deshalb konstruktiv wesentlich einfacher als AC): 


py —0(AC wird vor Beginn der Multiplikation gelöscht) [sea 
bra =z Oxt mY) fonte NN ee 
u Bi: 
Realisiert wird dies dadurch, daß man die Stellen B®, B-1, ..., B~* von 
px (R= N, ..., 0) im Akkumulator AC und die Stellen Bo N- 1,2: CE 


im Register MR aufbewahrt. Die Bildung von f;_, = Bo? (Pf, + vty y) evfordems 
dann, daß zunächst zu p, ein ganzes Vielfaches von y, welches auch ein ganzes : 
Vielfaches von 7 = B~* ist, addiert wird. Dieser Vorgang spielt sich allein in 
AC ab und bewirkt keinerlei Änderungen in MR. Alsdann hat noch eine Multi- 
plikation mit B-1, das heißt eine Verschiebung um eine Stelle nach rechts, und 
zwar gemeinsam in AC und MR, zu ertolgen; die letzte Stelle von AC wird 

dabei zur höchsten in MR. | 


Wir zeigen diesen Vorgang am Beispiel x x y = ‚2345 x ‚6789: 


AC MR (MR) 
Pa 00000 wer (2345) 
bit 5yv=10P, 33945 werk (2345) 
Ps 03394 54% (5234) 
ps t4y=10P, 30550 5x (5234) 
Pa 03055 05** (0523) 
Pa+3y=10p, 23422 05** (0523) 
Py 02342 205* (2052) 
bi, +2y=10f, 15920 205* (2052) 
Po = *Y = 01592 0205 (0205) 


Wie man sieht, sind die mit einem Stern markierten Stellen in MR für das 
Ergebnis belanglos, da sie infolge der fortlaufenden Rechtsverschiebungen all- 
mählich eliminiert werden. Man kann deshalb am Anfang der Multiplikation 
die N Stellen des Multiplikators in MR speichern und hat dann die für die Be- 
rechnung von ;_, benötigte Ziffer x, des Multiplikators immer genau in der 
letzten Stelle von MR zur Verfügung. Was das Register unter diesen Umständen 
enthält, ist in der obigen Tabelle rechts außen in Klammern angegeben. 


1) Das Rechnen mit größerer Genauigkeit ($ 3.55) ist unmöglich. 
2) Dieses wird natürlich auch für die in $ 3.51 behandelte Addition verwendet. 


Vol. T, 1950 Programmgesteuerte digitale Rechengeräte 393 


_ Nach ausgeführter Multiplikation steht in den beiden Registern AC und 
R das (2 N)-stellige Produkt der beiden N-stelligen Faktoren zur Verfügung, 
ämlich die ersten N (sogenannte wesentliche) Stellen in AC, die letzten N 
(sogenannte unwesentliche) Stellen in MR. Normalerweise werden nur die 
esentlichen Stellen des Produkts verwendet (dieses wird also auf N Stellen ab- 
gerundet, vgl. $ 3.6), denn sämtliche N unwesentlichen Stellen sind als ungenau 
u betrachten, wenn die beiden Faktoren mit Fehlern der Größenordnung 7 
ehaftet sind; sie werden jedoch für das Rechnen mit höherer Genauigkeit 
I($ 3.55) aktuell. 
__ Die besprochene Methode [Formel (3.5)] ist prinzipiell für alle Zahlsysteme 
brauchbar. Aber beim Dualsystem wird sie besonders einfach, was einer der 
Vorzüge desselben ist. Die Operation 


1 
zZ Pr PV) = Puy 


in (3.5) reduziert sich dann auf!) 


Ls | Pr für x,=0 | 
D panel (EAN el) (3.6) 
px +» für ax, = | 


Beim Dezimalsystem (und auch bei allen andern Zahlsystemen mit B > 2) 
üst dagegen x, y im allgemeinen eine wenn auch einfache Multiplikation, die 
(auf verschiedene Arten ausgeführt werden kann: 
1a) Durch fortlaufende Aufsummierung von y wie bei den Bürorechenmaschi- 

nen (Bell-Computer). Man kann die Arbeit dadurch etwas abkürzen, daß 

man für x, = 5 von 10 an abwärts zählt; dies wird insbesondere beim 

Bell-Computer so gemacht. 

D) Man bildet zuerst nach a die Vielfachen 2y, 3y, 4y, ... bis 9y und spei- 
chert diese in geeigneten Registern. Dann erst beginnt die Multiplikation 

gemäß (3.5), wobei diese Vielfachen verwendet werden (Mark I). 

c) Man bildet nur die Vielfachen 2y, 4y, 5y, aus denen man zusammen mit 

y in allen Fällen x, y durch höchstens eine Addition erhält (Mark IT). 

d) Durch die Methode der Links- und Rechtskomponenten?) (SSEC, Mark III 
und Lochkartenmaschinen): 


N 
Die Zahl x, y =D) x, y; B” wird in zwei Summanden zerlegt, indem 
1 
man jedes der Elementarprodukte x,y; wie folgt aufspaltet: 
% = Bust%;, mit 0 <u,v<B. 


1) Vgl. insbesondere Burks, GOLDSTINE und NEUMANN [20]. 
2) Vgl. Manual of Mark III [4]. 
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Dadurch wird nun: 


N N 
x, y = B > U,; BH + a Vp; BO = BL (x, y) + R(X Y) 


(zum Beispiel ist für x, = 7; y = ‚7385: L = ‚4253; R = ,9165). Die Links 
und ne Aller Elementarprodukte 
[0 x 0 bis (B — 1) x (B—1)] 
müssen in einer solchen Maschine natürlich für immer gespeichert werden’). 
Gegenüberstellung der vier Methoden zur Bildung von x, y: Die Anzahl der 
Additionen zur Ausführung der Multiplikation N-stelliger Zahlen beträgt im 
Dezimalsystem im Mittel: 
im Falle a: 44 N 


loys) te on 
GER 2HNE 2 
ARTEN. 


Ferner beträgt die entsprechende Vergleichszahl im Dualsystem [Multiplikation 
gemäß Formel (3.6)]: 1,66 N, weil im Dualsystem zur Erreichung derselben! 
Genauigkeit gemäß $ 3.1 zirka 3,32mal so viele Stellen notwendig sind wie im 
Dezimalsystem. 


3.53. Division und Quadratwurzel 


Während Addition, Subtraktion und Multiplikation Standardoperationen 
sind, die in keiner vernünftigen Rechenmaschine fehlen dürfen, können nicht 
alle programmgesteuerten Rechenmaschinen dividieren; zum Beispiel bilden 
Mark II, EDSAC und Mark III den Quotienten nicht auf die übliche Weise, 
sondern durch Multiplikation des Zählers mit dem auf andere Weise erhaltenen! 
reziproken Wert des Nenners?). Die Quadratwurzel wird sogar nur von wenigen 
Maschinen (ENIAC, Bell Computer, Rechengerät von ZUSE) nach dem bekann- 
ten elementaren Verfahren gezogen, die übrigen berechnen sie durch Auflösen 
der Gleichung x? = a nach dem Newtonschen Verfahren ($ 4.8). 

Division. Sei y der Absolutbetrag des Nenners, z derjenige des Zählers. Da 
nun die Maschine nur mit Zahlen rechnen kann, deren Absolutbetrag kleiner 
als 1 ist, muß die Nebenbedingung y > z erfüllt sein. 

Die zweckmäßigste Art zu dividieren ist die Umkehrung der in $ 3.52 dar- 
gelegten Methode der Multiplikation: 


Po =2, | 
Pr =\B Pine u Bel, Ne (3.7) 
py = BN-facher Rest der Division. | 


) Vgl. hierüber § 5.14. 
) Vgl. Description of a Relay Calculator [3], Manual of Mark III [4] sowie § 4.8 dieser Arbeit. 


1 
2 
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Dabei soll x, die größte ganze Zahl mit der Eigenschaft sein, daß noch Pr = 0 
ist, dann ist 0,%4%2%3 --- xy der ohne Rücksicht auf die noch folgenden Stellen 
auf N Stellen abgerundete Absolutbetrag des Quotienten. 

Realisiert wird der Algorithmus (3.7) dadurch, daß man zunächst Po nach 
| AC bringt, eine Stelle nach links schiebt und dann so oft y subtrahiert, bis in 
AC eine negative Zahl erscheint. Wenn dies geschieht, wird einmal y addiert, 
| um 2, positiv zu machen (Wiederherstellung des positiven Restes). Dann ver- 
| schiebt man eine Stelle nach links und subtrahiert wieder y usw. 

Im folgenden Beispiel ist die dreistellige Division 0,352:0,546 ausgeführt: 


| AC MC (MC) 
| Po 0352 000 (000) 
| 10 Do EN 000 (000) 
Pi Gi =) 90 744 000 (006) 
MOP iy. Sy 2440 000 (060) 
Pa 0256 000 (064) 
OR Ce 000 (640) 
Ps oe 0376 000 (644) 


Also ist 0,644 der abgerundete Quotient und 0,000376 der Rest. Da das 
© Register MR hierbei unbenützt bleibt, kann man es zur Aufnahme der fort- 
| laufend gebildeten Ziffern x, des Quotienten benützen, was rechts nebenste- 
_hend in Klammern ausgeführt ist (vgl. den entsprechenden Kunstgriff bei der 
‘ Multiplikation, $ 3.52). 

Dieses Verfahren bewährt sich gut bei Maschinen, welche negative Zahlen 
als B-Komplemente behandeln, aber mit (Bb — 1)-Komplementen ist es besser, 
die Formeln (3.7) dahin abzuändern, daß man y und z durch —y und —z 
ersetzt, so daß dann x, die größte Zahl mit der Eigenschaft ist, daß p, <0 ist?). 

Im übrigen kann die Methode natürlich für jedes Zahlsystem Verwendung 
finden, aber im Dualsystem läßt sich eine erhebliche Vereinfachung erzielen: 


= Division ohne Rückstellung des Restes im D ualsystem [20], [67] 
(Non restoring division) 
Der Algorithmus 


Po =; | 
py = 2 ri — VS (Px_1) | 
2 x, = 1+ sen(p;) | 


liefert den gesuchten Quotienten z:y als 0,x,x% ... xy im Dualsystem, wobei 
die Reste #, im Gegensatz zu (3.7) beliebiges Vorzeichen haben können. 


| (3.8) 
Be | 


Es gilt nämlich, wie man durch vollständige Induktion zeigen kann: 
[ k 4 
x = 2 je (2412-4) 9] UV, 
1 


i) Vgl. A. SpEISER, Entwurf eines elektrischen Rechengerates, Dissertation ETH. (Zürich 1950). 
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woraus weiter folgt: 


denn entweder ist py = 0, damit nach (3.8) xy, = 1, oder dann haben die beiden 
Glieder py und (1 — x,y) y ungleiches Vorzeichen. 

Die Division ohne Rückstellung des Restes kann im Prinzip auch auf das 
Dezimalsystem übertragen werden, bringt dort aber keine wesentlichen Vorteile. | 

Quadratwurzel. Da die bekannte elementare Methode des Quadratwurzel- 
ziehens nur eine Division mit variablem Divisor ist, kann man sie sehr wohl auf | 
programmgesteuerte Rechenautomaten übertragen. Ein wirklich schönes Ver- 
fahren erhält man aber nur im Dualsystem, wenn man auf die Rückstellung ı 
des Restes verzichtet!), der Algorithmus, welcher die verzifferte Quadrat- 
wurzel 0,x,% ... Xv von z liefert, lautet dann: 


Po = 2; Kl, 
Be i 
Pr = 2 is — sgn (Pr-ı) (2+ ur 2 a 24) a N > (3.9) | 
1 


2 4, = 17 sen 2, 


Beweis: Wir zeigen vorerst, daß für k > 0 
k-1 \2 
Dre E (>* + Lx, 24) | à (3.10) 
1 


was zunächst für À = 1 richtig ist, da wegen z > 0 immer p, = 2 z — 1/2 ist. 


k-2 2 
Ferner folgt mit der Annahme p, , = 2k-1 E = = + 24 2) | aus (3.9): 
1 
k-2 \2 [ k-1 | 
BD, E _ ae + Lx; 2e | + 2-6 2sgn (p, 1) ine +Zx; és 
1 1 

In beiden Fällen: p, 2 0 (x, 1 = L) und p;-, <0 (x,:, = 0) kann man diesem} 
Ausdruck vereinfachen und zeigen, daß er mit (3.10) übereinstimmt. Damit 
ist (3.10) richtig, und man kann daraus ablesen, daß 


| N 2 | N 
2 (2 Hip +) lee BoP. wa 
| 1 


3.54. Skalarfaktoren 


Beim Rechnen mit einer Maschine mit festem Komma miissen alle in der 
Maschine auftretenden Zahlen im Intervall —1< x <1 gehalten werden, was 
nicht leicht ist, da ja Addition und Division aus diesem Bereich herausführen. 
Das Überschreiten oder Erreichen dieser Grenzen beim Addieren nennt man 
das Überfließen des Addierwerks AC. Zwar hat letzteres eine Einerstelle, so: 
daß die Summe in AC noch korrekt gebildet wird, aber beim Speichern ent- 
stehen Fehler, weil die Speicherzellen diese Einerstelle nicht haben. Obwohl die 


1) Diese Methode stammt von K. Zuse [67]. 
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meisten Maschinen in einem solchen Falle Alarm geben, muß das Überfließen 
des Addierwerks unter allen Umständen verhindert werden (durch sorgfältige 
Vorbereitung des Problems), weil die Untersuchung der Situation und die Be- 
hebung des Übelstandes sehr zeitraubend sind: 

Wie schon erwähnt, muß ein numerisches Problem eventuell zuerst einer 
Transformation unterworfen werden, damit alle Rechengrößen — die zunächst 
noch ganz unbekannt sind — ins Intervall —1<x<1 zu liegen kommen, 
das heißt, man gibt eine Zahl x als x* = B-" x in die Maschine ein, wobei m 
eine durch Abschätzung erhaltene ganze Zahl mit der Eigenschaft | x| < B™ 
ist!). Es empfiehlt sich aber als Sicherheitsmaßnahme, den Exponenten m etwas 
größer zu wählen, als unbedingt notwendig erscheint. 


Die in einem Problem auftretenden Zahlen können nun in Klassen von solchen, 
die mit dem gleichen Skalarfaktor B -" ins Intervall (— 1, 1) reduziert worden 
sind, eingeteilt werden. Es ist dabei in den meisten Fällen möglich, die Klassen- 
einteilung durch die den Rechengrößen in der physikalischen Formulierung des 
Problems anhaftenden Maßeinheiten und Dimensionen vorzunehmen. Es müssen 
dann kaum jemals Größen verschiedener Klassen addiert werden, so daß die 


Addition keine Probleme aufwirft (andernfalls hätte man mit ähnlichen Kompli- 


kationen zu rechnen wie bei Maschinen mit beweglichem Komma). 

Bei Multiplikation und Division sind jedoch Stellenverschiebungen die 
Regel: 

Es sollen z= xy und w= x/y gebildet werden, wobei die vier Größen 
Ber bzw. alt By J'y} = Beg und w* = Bwin der 
Maschine seien. Dann ist: 


2* — Br Sele B BP Ba(x* y*) = Beret gk yt), 


ate B-*(=) = B- Br B- «(#7 = Bea(22), also: 


Nach jeder Multiplikation ist noch eine Verschiebung des Produkts um 


p+ q — r Stellen nach links notwendig?), ebenso nach jeder Division eine Ver- 


schiebung um p — g — s Stellen nach links. 
Dabei sind p, g, 7, s die Exponenten der Klassen, denen x, y, z, w angehören. 


3.55. Rechnen mit höherer Genauigkeit?) 


Die programmgesteuerten Rechenmaschinen, soweit sie mit festem Komma 
arbeiten, können trotz ihrer begrenzten Stellenzahl mit beliebig großer Genauig- 
keit rechnen, sofern man den Mehraufwand in Kauf zu nehmen gewillt ist. Als 
extremes Beispiel sei erwähnt, daß die Zahlen e und x auf der zehnstelligen 


1) Zahlen, die ihrer Natur nach ganz sein müssen, versieht man zweckmäßig mit dem Skalar- 
faktor n= B-N; dies läuft darauf hinaus, daß man sich in diesen speziellen Fällen das Komma 


| in der Maschine hinter der letzten Ziffer denkt. 


2) Unter einer Linksverschiebung um — # Stellen ist natürlich eine Rechtsverschiebung um 


| n Stellen zu verstehen. Außerdem sind Stellenverschiebungen immer von der in $ 3.52 beschrie- 
| benen Art, d.h. gleichzeitig in AC und MR. 


3) Vel. [15] und [24], Bd. 1, § 9.8ff. 
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ENIAC in zirka 80 Stunden auf je 2000 Dezimalen genau berechnet worden 
sind [46]. 
Das Rechnen mit (n N)-stelligen Zahlen auf einer N-stelligen Maschine 


verläuft nun nach folgendem Prinzip: Die zur Basis B verschlüsselte Zahl 
nN 
x = I x, B-* wird vom Komma aus in Gruppen von je N Ziffern, das heißt in | 


1 
(nN)-stellige Zahlen £; aufgespalten, was einer Aufspaltung der obigen Summe 


nach nN 
x = D = DBS 


entspricht, wobei die £; ganze Zahlen mit 0 <é,;< B\ sind. Zum Beispiel 
NS MeO 5,0 738291: ee Oy Cee le 

Man kann die €; auch als «Ziffern» der Zahl x in einem Zahlsystem mit der 
Basis B™ auffassen. In der Maschine wird nun eine solche Zahl x durch ihre 
(nN)-stelligen «Komponenten» &,, &, ..., &, dargestellt und benötigt deshalb | 
n Zellen zum Speichern. Das Rechnen mit solchen Zahlen x, y, ... muß auf das 
Rechnen mit ihren N-stelligen Komponenten &;, n,, ..., welche die Maschine 
verarbeiten kann, zurückgeführt werden und soll im folgenden behandelt wer- | 
den. Es ist allerdings zu beachten, daß die Komponenten durchwegs ganze 
Zahlen sind, so daß in diesem Abschnitt das Komma bei allen Zahlen und auch 
in den Zählwerken immer am Schluß der Ziffernfolge ausgefaßt werden soll. 


Addition: z=x+Yy= by (€;,+7,;) BNi= D/C, B Ni. Weil nun é,+ n; = BZ 
1 1 


sein kann, ist nicht einfach €; = &, + n,, sondern es sind gemäß nachstehendem | 
Algorithmus noch Gruppenüberträge v; zu berücksichtigen: 


— 0 | 
C; = &; + ; + v; (mod BN) br: (3.11) | 
V;-1 = ganzer Teil von BV (£, + n; +) va 


v;_1 ist der bei der Addition von &; + 4;+ v; im Rechenwerk entstehende 
Überfluf!). | 
Die Subtraktion wird natürlich durch Komplementbildung auf die Addition 
zurückgeführt, zum Beispiel (N = 2, n = 3): 
+ ,529373— 0’52 0’93 0278 — ‚529373 — 9’47 0’06 0’26 
— ‚352589 9’64 0°74 0’10 + ‚352589 0’35 0’25 0’89 


ON (yer 0’83 9’82 0,31 (a y5 
Je 4 
KE 1 1 
N 


+ ‚176784 <-0’17 0’67 0’84 — ,176784 < 9’82 0°32 015 


1) In diesem speziellen Fall sind Uberfliisse toleriert und diirfen die Maschine nicht zum Anhalten 


bringen, nur dürfen sie nicht verlorengehen, sondern müssen zur nächst höheren Gruppe addiert 
werden. 
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(Die Stelle, wo das Komma im Rechenwerk normalerweise zu denken ist, ist 
durch ein hochgestelltes Komma angedeutet). Wie man sieht, werden nur in der 
vordersten Ro Douche normale (B — 1)-Komplemente (mit dieser Kommastel- 
lung Ergänzung auf BN~1— 1) verwendet, in den hinteren Gruppen wird auf 
BN — 1 ergänzt. 


Multiplikation‘). Dasexakte Produkt der beiden positiven Zahlen «=, £,; B Ni 
; 1 


und y= 3/7; B 1 ist eine (2 N)-stellige Zahl, von der aber wie bei der ge- 
1 

| wöhnlichen Multiplikation meist nur der aus den ersten nN Stellen bestehende 

Teil xs ¢; B"'N gebraucht wird. Es ist nun xy = Ee E; nr BONG”), wobei 


man a den «Elementarprodukten» &, 7, ganz ee vorgeht wie bei der 
Methode der Links- und Rechtskomponenten, indem man sie wie folgt zerlegt: 


ne cal PTE eee 


Dabei sind die ganzen Zahlen A,, und o,, der wesentliche bzw. unwesentliche 
Teil des Produktes £, 7,. Man erhält so schließlich die Darstellung 


N Jue + Leu v; (mod B™) (3.12) 


0, = ganzer Teil von B™ MORE rine DOG ; tv); 


für die (nN)-stellige Zahl z* = 55 £,B"N', die, wie man zeigen kann, bis auf 
uy 


einen Fehler von hôchstens 2 # — 1 Einheiten der letzten Stelle mit dem Pro- 
dukt z = x y übereinstimmt. Der Algorithmus (3.12) vereinfacht sich im weitaus 
meistgebrauchten Fall der doppelten Genauigkeit zu 
Co = Aye + An + mod BY) 
2 12 n + On ( | (3.13) 
£, = Ay + ganzer Teil von B~™ (Ay, + Aa + On) - | 


Beispiel (N = 2, » = 2): ,7175 x ‚4492 = ‚32230100 (exakt). 
TB 92060592, Ain 709 
74x44 = 3300, Ay = 33 
See BIG on Ee il 


ee? 

| aan = 2 also 2% = 3222 
| Die Division mit mehrfacher Genauigkeit wird durch Multiplikation des 
Zahlers mit dem reziproken Wert des Nenners bewerkstelligt, welch letzterer 


1) Vgl. auch W. EBERL, S. 411 dieses Heftes. 
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durch ein Iterationsverfahren bestimmt wird (vgl. § 4.8), wobei der reziproke 
Wert der héchsten Komponente als erste Approximation dient. Entsprechendes 
gilt für die Quadratwurzel. 

Es ist ganz klar, daß das Rechnen stark verlangsamt wird, sobald die | 
Stellenzahl der Maschine nicht mehr genügt und man deshalb mit mehrfacher 
Genauigkeit arbeiten muß. v. NEUMANN [24] Bd. 1, Kap. 9, zum Beispiel rechnet 
mit achtfacher Rechenzeit für doppelte Genauigkeit. 


3.6 Aufrunden 


Die programmgesteuerten Rechenmaschinen rechnen mit Dezimal- oder 
Dualbrüchen fester Stellenzahl N. Da nun gewisse Rechenoperationen — ins- 
besondere Multiplikation und Division, bei beweglichem Komma auch die Ad- 
dition — aus diesem Zahlenbereich herausführen, muß man die überschüssigen 
Stellen weglassen, womit die Resultate verfälscht werden. Es sind folgende 
Aufrundungsregeln im Gebrauch (vgl. auch Fig. 4)1): 


Maximaler Mittlerer Mittleres 
Fehler Fehler Fehlerquadrat + 

| | | 7? 

a m. 2 n/2 4 
| 
| | | 

| | | n2 

b He — >" te n/2 0 73 


Fig. 4 


Aufrundungsregeln. 


a) Die überschüssigen Stellen fallen einfach weg. 


b) Die letzte nicht weggelassene Stelle wird um 1 erhöht, falls der weggelassene' 
Teil 2 n/2?) ist, d.h. man addiert zuerst n/2 und handelt dann nach a. 


c) Die letzte nicht weggelassene Stelle wird gleich der nächstliegenden unge- 
raden Ziffer gemacht, es sei denn, der weggelassene Teil sei genau 0. Dies 
heißt sowohl bei einer rein dualen als auch bei einer dezimalen Maschine, 
welche die ungeraden Ziffern durch ungerade Tetraden verschlüsselt, daß 


die letzte Dualziffer der Zahl L zu machen sei, ohne die übrigen zu ver- 
ändern. 


1) Vgl. Abschnitt 5.12 bei [40]. 
?) n = eine Einheit der letzten Stelle (wie in $ 3.51) 
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Es ist nun sehr wichtig, daB die Rundungsregel symmetrisch sei, d. h. daB 
der mittlere Fehler verschwinde, weil dieser sich besonders gefahrlich auswirkt. 

Infolgedessen scheidet die Rundungsregel a aus. Da unter den symmetri- 
schen Regeln c vor b den Vorteil hat, daB man den weggelassenen Teil nicht 
| kennen muß und daß das Aufrunden keine Überträge auslöst, wird sie vor allem 
| beim Dividieren verwendet (bei Mark II für alle Operationen). 
Für konegative Zahlen — insbesondere mit (B — 1)-Komplementen — wird 
| Aufrunden komplizierter!), so daß man meist nur die Absolutbeträge rundet. 
Beispiel für Regel b (Runden auf zwei Stellen nach dem Komma): 


Zehnkomplement Neunkomplement 
2233-9703. 597764, 
an 4 OU ZEN 
— 0,22 <9,78(15) 1. 9,77(14) 


Während man also bei B-Komplementen immer 7/2 vor dem Weglassen ad- 
dieren muß, muß man im Fall der (B — 1)-Komplemente bei negativen Zahlen 
1/2 subtrahieren. 


3.7 Übersetzen vom Dezimal- ins Dualsystem und umgekehrt 


Da das Dualsystem bei den rein dualen Maschinen ($ 3.1) eine rein interne 
Angelegenheit ist, müssen die von außen kommenden und deshalb im Dezimal- 
system gegebenen Anfangswerte eines Problems zuerst ins Dualsystem umge- 
rechnet werden; außerdem hat am Ende der Rechnung eine Rückübersetzung 
ins Dezimalsystem zu erfolgen. 

Um hierzu nicht noch ein spezielles Rechengerät bauen zu müssen, läßt 
man diese Übersetzungsarbeit von der Rechenmaschine selbst ausführen, wobei 
sich aber eine spezielle Schwierigkeit ergibt: Die Maschine rechnet rein dual, 
muß aber anderseits mit dezimalen Zahlen umgehen können, um sie ins Dual- 
system zu übersetzen. Diese Schwierigkeit wird dadurch behoben, daß man die de- 
zimalen Zahlen verschlüsselt, und zwar durch die direkte Verschlüsselung ($ 3.2). 
Der Einfachheit halber wollen wir uns im folgenden auf Maschinen mit festem 
Komma beschränken, so daß nur echte Dezimalbrüche zu übersetzen sind. Sei 


M 
also die Zahl x = 2° x,10* M-stellig dezimal (dual verschlüsselt) in der Ma- 


1 
schine. Jede der Ziffern x, ist als vierstellige Dualziffer dargestellt, so daß die 
ganze Zahl 4 M Dualziffern braucht, welches gerade die Kapazität der Maschine 


sein soll. Wenn man diese 4 M Dualziffern als eine reine Dualzahl auffaßt, 
M 


stellt sie die von x völlig verschiedene Zahl y= & x, 16-* dar. Tatsächlich 
4: 


1) A. Burks, Digital Machine functions, Lecture 8 in [39]. 
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wird dies von der Maschine auch so aufgefaBt, so daB die Aufgabe, vom Stand- 
punkt der Maschine aus gesehen, darin besteht, im Dualsystem aus der Zahl y 
die Zahl x zu berechnen, was durch folgenden Algorithmus geleistet wird?) : 


Po=Y; od; 


x, = ganzer Teil | 
von 16 Pr-ı?) 
Pr = gebrochener Teil | Hh, B= Vy Zire, (3.14) 
Gy = 10 pi + 16°" x, | 
IM 
7 06251 


Die Zahl 0,625”, welche eine Maschinenkonstante ist, wird natürlich ein 
für allemal in der Maschine gespeichert. 

Die Rückübersetzung ins Dezimalsystem ist noch wesentlich einfacher?): 
Sei die Zahl x, | x | < 1 im Dualsystem gegeben, gesucht ist dieselbe Zahl dual 
verschlüsselt im Dezimalsystem. | 


M 
= )/x,107* (x, = Tetraden). 
1 


M | 
Die Maschine berechnet natürlich nicht x, sondern wieder die Zahl y=)’ x,16*, | 
1 


welche dual geschrieben gleich lautet wie die dual verschlüsselte Dezimalzahl x: 


Po = 45 45 =, | 
x, = ganzer Teil | 

von 10 d,_1 
py = gebrochener Teil | RE PE (3.15) 
qu = 167" x, +16 9,4, | 


Y= Qu: | 


Fortsetzung und Schluß folgt in ZAMP II, 1951. 


1) Im wesentlichen bei v. NEUMANN und GOLDSTINE [24], Bd. 1, Kap. 9. Eine davon abwei- 
chende Methode wurde für die EDVAC gegeben [34]. 

2) Der ganze Teil von 16 Py. wird praktisch folgendermaßen bestimmt: | 

Man bildet das Produkt 161s py , dann erhält man in MR den gebrochenen, in AC 
dagegen den ganzen Teil von 16 p;_, , wobei in AC das Komma am Ende der Zifferngruppe zu 
denken ist. Denkt man hingegen in AC das Komma normal am Anfang, so ist die in AC stehende | 
Zahl gerade die bei der Berechnung von q,, auftretende Größe 16-M Xp - 

3) Im wesentlichen bei v. Neumann und GoLpsrTiNe [24], Bd. 1, Kap.9. Eine davon abwei- 
chende Methode wurde für die ED VAC gegeben [34]. 
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Über die Tragweite der Begriffe «Brennpunkte» und «Brenn- 
weite» in der Elektronenoptik und die starken Elektronen- 
linsen mit Newtonscher Abbildungsgleichung 


1. Mitteilung 


Von WALTER GLASER und OTTO BERGMANN, Wien!) 


| 


1. Existenz von Brennebenen und Kritik des Brennweitenbesriffes 


Unter dem Brennpunkt eines elektrisch-magnetischen Abbildungsfeldes ver- 
steht man den Achsenschnittpunkt einer achsenparallel einfallenden Elektro- 
inenbahn. Wenn wir über den Feldabfall keine Voraussetzungen machen, so 
wird die Lage des Brennpunktes davon abhängen, wo wir die Elektronenbahn 
ächsenparallel annehmen. Man denke zum Beispiel an ein homogenes Magnet- 
feld, das sich seiner Natur nach auf beiden Seiten ins Unendliche erstrecken 
muß und in dem daher die Elektronenbahnen bis ins Unendliche ihren oszilla- 
‘torischen Charakter beibehalten. Infolge der Rotationssymmetrie ist die opti- 
‚sche Achse stets eine Feldlinie des elektrischen oder magnetischen Feldes. 
Da den Elektronen gerade längs der Achse der Weg freigegeben werden muß, 
«können weder Elektroden- noch Polschuhflachen die Achse schneiden. Die 
axiale Feldlinie kann daher weder Anfang noch Ende haben, d.h. die elektro- 
nenoptischen Abbildungsfelder müssen sich grundsätzlich immer nach beiden 
Seiten ins Unendliche erstrecken. Ein abbrechendes Abbildungsfeld, mit dem 
verschiedentlich in der Elektronenoptik argumentiert wird, ist daher eine 
unerlaubte Fiktion. Dies trifft — nebenbei bemerkt — auch für ein nur von 
der z-Achse abhängiges Abbildungsfeld zu. Denn das einzige Feld ohne Abhän- 
gigkeit von der radialen Komponente ist das homogene Feld. Die Abbildungs- 
eigenschaften sind aber, zumal im elektrischen Fall, gerade durch die radialen 
Feldkomponenten gegeben. Rechnerisch ergibt sich aus divŒ—0 mit 
(€ = — grad y für das Potential y die bekannte Entwicklung 


p= De Pd) + 


‘Ist D” nicht identisch Null, also das Feld nicht homogen, dann muß es eine 
radiale Feldkomponente €, = 7/2 ®"(z) + --- besitzen. Ein allein von z ab- 
hangiges rotationssymmetrisches Feld kann also nur ein homogenes sein, das 


| 1) Institut für angewandte Physik an der Technischen Hochschule Wien und Abteilung für 
 Elektronenoptik der Siemens & Halske AG. in Berlin. 
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sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstreckt. Für dieses ist nämlich 
®’ (z) = 0, die Feldstärke kann sich also mit z nicht ändern. Hätte es Anfang 
oder Ende, so müßte an diesen Stellen ®”(z) + 0 sein, was notwendig zu einer 
nichtverschwindenden Radialkomponente führen miiBte. 

Ganz analog zeigt man den gleichen Sachverhalt für ein magnetisches Feld. 
Die Feldstärken zeigen stets eine Abhangigkeit von der z-Koordinate und haben! 
daher nach obigem auch radiale Komponenten. 

Zusammenfassend können wir also sagen, daß (quellen- und wirbelfreie) 
elektrisch-magnetische Abbildungsfelder stets von der z-Koordinate abhängen 
und sich nach beiden Seiten ins Unendliche erstrecken ınüssen. 

Da der Brennpunkt der Achsenschnittpunkt der achsenparallel einfallenden 
Elektronenbahn ist, müssen wir uns daher fragen, wie stark das Abbildungsfeld 
nach beiden Seiten abfallen muß, damit man in entsprechender Entfernung die 
Elektronenbahn als geradlinig auffassen kann. Die Differentialgleichung der 
flachen, achsennahen Elektronenbahnen muß daher Lösungen besitzen, die im 
Unendlichen asymptotisch in Gerade übergehen. Diese Differentialgleichun 
lautet bekanntlich | 


Vo 4 We) + (+ u BIO) o=0. (1) 
In (1) bedeutet ® das elektrische Potential längs der z-Achse, B,(z) ist di 
z-Komponente der magnetischen Induktion auf der Achse. Aus dem linearen 
und homogenen Charakter der Differentialgleichung folgt die Existenz der Ab- 
bildung. Sind o(z) und o(z) zwei unabhängige Lösungen von (1), so ist Dingort 2, 
und Bildort z, durch die Abbildungsgleichung?*) 


(20) ce co) f 
0 (Z0) (2) (2) 


verknüpft. Die Vergrößerung ist durch 


rn 3) 


gegeben. Lediglich die Tatsache der optischen Abbildung ist für die Anwen- 
dungen von Wichtigkeit, wahrend die engere Analogie mit der geometrischen 
Lichtoptik, wie der Gebrauch der Begriffe Brennpunkt und Brennweite, zwar 
praktisch, aber unwesentlich ist. Im allgemeinen Fall der elektronenoptischen 
Abbildung von diesen Begriffen zu sprechen, wie dies meist geschieht, entbehrt 
überhaupt jeder Berechtigung. | 
Gibt esnur achsenparallel geradlinige Asymptoten, so können wir allein von 
Brennpunkten sprechen. Gibt es auch zur Achse geneigte geradlinige Asym- 
ptoten, dann schneiden sich die mit gleicher Richtung in der durch den Brenn- 
punkt gehenden Ebene, und wir können auch von Brennebenen sprechen. 


1) Vgl. zum Beispiel W. GLASER, Z. Phys. 117, 314 (1941) 
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Die Differentialgleichung (1) kann man durch die Substitution 


e= OR (4) 
auf die Gestalt 
R" + Q(z) R=0 (5) 
ringen, wobei ’ 
3 { D\? eB 
UE il 5)  sm® (6) 


ist. Die relativistische Massenkorrektur kann leicht berücksichtigt werden!). 
Wie im Anhang I gezeigt wird, ist für die Existenz des dingseitigen Brenn- 
unktes die Konvergenz des Integrals 


oo 


[2 QG) de (7) 
erforderlich. Für die Existenz der dingseitigen Brennebene muß die schärfere 
Bedingung erfüllt sein, daß das Integral 


bi 


oo 


22 06) dz (8) 


v 


konvergiert. 

Für die Existenz des bildseitigen Brennpunktes bzw. der bildseitigen Brenn- 
ebene ist die Konvergenz der Integrale an der Grenze — © erforderlich. 

Wenn wir nun voraussetzen, daß beide Brennebenen existieren, so können 
wir in formaler Weise nach nebenstehender 
Figur die entsprechenden «Brennweiten» f 
aus den achsenparallel einfallenden Strah- 
len definieren. 


Diese Brennweiten errechnen sich aus 


den Formeln 


Fig. 1 
ia st ea). ‘ip e(+00) (9) Ubliche Definition des «Brennpunktes» als 


3 


Bild F, des unendlichfernen Dingpunktes, 


7 ? 
0’ (2,,) : 
H, ‘Hauptpunkt», F, H, «Brennweite». 


op) 


worin o(z) und o(z) die von links bzw. 
rechts achsenparallel einfallenden Strahlen bedeuten. Die Kenntnis von Brenn- 
punkten und Brennweiten genügt aber, um zum Objekt G ein «Bild» B* nach 
der üblichen Bildkonstruktion, wie in Fig. 2 angedeutet, zu bestimmen. 

Man erhält dann eine «Vergrößerung» B* nach der Linsengleichung 


B* fo ree ee (10) 
* wa a 2 . 
P am TE 20 — 2p, hh 


1) Siehe z. B. W. GLASER, Z. Phys. 81, 637 (1933); 83, 104 (1933); M. Corre, Ann. Phys. [11], 
| 10, 333 (1938); und J. LAPLume, Cah. Phys. 29 (1946). 
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Die auf Grund dieses Verfahrens bestimmte Abbildung wollen wir die zur 
elektronenoptischen Abbildung «zugeordnete Newtonsche Abbildung» nennen. 
Das so gewonnene «Bild» B* wird aber sowohl nach Lage und Größe vom tat- 
sächlichen Bild, das nach der strengen Abbildungsgleichung (2) berechnet wird, 
verschieden sein. Berechnet man daher die Brennweite aus der experimentell 
bestimmten Vergrößerung unter Benutzung der Gleichung 


A —2 
A= ne (11) 


Fig. 2 

Zur Festlegung der «zugeordneten» Newtonschen Abbildung. B ist das Bild auf Grund der tat- 
sächlichen elektronenoptischen Abbildung, B* ist das mittels «Brennweiten» und «Hauptpunkten»! 
konstruierte «zugeordnete» Bild. 


so wird man einen Wert erhalten, der im allgemeinen nicht mit dem aus (9) 
bestimmten übereinstimmen wird. Nur in dem besonderen Fall, daß zugeord 
netes Bild B* und tatsächliches Bild B nach Lage und Größe zusammenfallen, 
ist es berechtigt, aus der gemessenen Vergrößerung ß (= B*) die Brennweite 
nach (11) zu berechnen. Stimmt zugeordnetes und tatsächliches Bild nicht 
überein, hat die nach Fig. 1 bestimmte Brennweite keine physikalische Bedeu- 
tung und wird insbesonders nicht unmittelbar die Vergrößerung bestimmen. 

Man erkennt aus Fig. 2, daß elektronenoptische und zugeordnete New- 
tonsche Abbildung sicher immer dann zusammenfallen, wenn es sich um ein 
schwaches Abbildungsfeld handelt, d.h. wenn der Raum links von F, und 
rechts von F, praktisch feldfrei ist. 

Die Aufgabe, alle starken Abbildungsfelder zu bestimmen, für welche die 
experimentelle Ermittlung der Brennweiten nach Gleichung (11) berechtigt ist 
und mit der nach Fig.1 aus einem achsenparallel einfallenden Strahl gewon- 
nenen übereinstimmt, wurde erstmalig von GLASER!) gestellt und dann in 
zwei weiteren Veröffentlichungen von GLASER und LAMMEL?) gelöst. 


1) W. GLASER, Z. Phys. 117, 285 (1941). 
2) W. GLasEr und E. LAMMEL, Ann. Phys. 40, 367 (1941); Mh. Math. Phys. 40, 289 (1943). 
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ungsfelder dieser Klasse näher diskutiert werden. 


In einem späteren Abschnitt dieser Arbeit sollen die magnetischen Abbil- 
1 

| 

| 

| 2. Oskulierende Newtonsche Abbildung 

| 
| 


Um die Bedeutung der nach Fig. 1 ermittelten Brennweiten für die elek- 
ronenoptische Abbildung zu erkennen, wollen wir die allgemeine elektronen- 
pptische Abbildungsgleichung (2), (3) in der Nahe zweier konjugierter Punkte 
untersuchen. Seien 2, und z, zwei nach (2) einander zugeordnete Punkte. Wir 
petrachten den Bildort z, + Az,, der zu einem benachbarten Dingort z) + Az, 
ehort. 

Wir wollen unsere Betrachtungen zunächst auf rein magnetische Abbil- 
ungsfelder beschranken. Bei der Abbildung durch elektrische Linsen hat man 
s meist mit einem feldfreien Ding- und Bildraum zu tun, so daB die Gesetze 
jer zugeordneten Newtonschen Abbildung verwirklicht sind. Denn zur Vermei- 
ir: von Störungen des elektrischen Abbildungsfeldes muß man das Objekt 

uBerhalb desselben annehmen. Wie sich übrigens zeigen wird, lassen sich für 
tarke elektrische Abbildungsfelder (Objekt im Feldbereich) die nachfolgenden 
eziehungen auch nachweisen, wenn eine bestimmte zusätzliche Bedingung 
erfüllt ist. 
Bezeichnen wir die Partikularlösungen von (5) mit # und w, so haben wir 


En 


o = Du: g= dm, 


Im rein magnetischen Abbildungsfeld können wir daher o mit # und o mit w 
identifizieren. 

Bezeichnen wir die Vergrößerung für die Objektlage z, + Az, mit B, so er- 
‚halten wir 
{ er or N 0 YN) via 12 
os U(Z + 420) &(29 + 420) ” a U(z0) W(Zo) © en 


Der Zusammenhang zwischen Dingweite Az, und Bildweite Az, (Abbildungs- 
gleichung) ergibt sich zu 


u(z + Az) w(z, + AZ) = ulz, + A2,) w(% + A4) - (13) 
Entwickeln wir nach Az, und Az, bis zu Gliedern 3. Ordnung, so erhalten wir 


’ ! ! 
Uy Wy — Wy Uy + (Ua Wy — Wy Uo) Azy + (41 Wo — Mo #4) Az, 


1 ? 
+ (u Wy — UM w1) Azo Az + 2 (u) Wy — Uo wy) (42)? 


1 NH (4 
er Coie wu) Az) == 0. 
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Die zweiten Ableitungen #” und w” können wir auf Grund der Differential- 
gleichung (5), der # und w genügen, eliminieren. Wegen der Abbildungsgleichung 


U, Wy — Wy Uy = I 


verschwindet daher das erste und letzte Glied. 
Wir schreiben zur Abkürzung 


| / 
MOI W, Uy RON \ 
Mu = / 2 | » = pre) Sei > = | 2 | (14) 

w Uy | Wo Uo | w Uy | 
und 
| 
Wo Up W, Uy, x 
Con, le ee hg (15) 
|; Wy Uo w, | 


Die Konstanz des Ausdrucks (15) folgt in bekannter Weise, wenn-wir die Diffe: 
rentialgleichung (5) für # mit w und die für w mit « multiplizieren und danr 
subtrahieren. Zwischen den Konstanten (14) und (15) bestehen gewisse Zu: 
sammenhänge. Berechnen wir BC, indem wir das erste Glied von C mit 
B = w,/w, und das zweite Glied mit B = u,/u, multiplizieren, so erhalten wi 


ARE (16 
Analog zeigt man 

ba GH (1 
Daher ist 


1 + — Az, 
B=B ; (20 
14 24, 
40 


Wenn wir aus der Abbildungsgleichung für Az, einsetzen und konsequent Glie. 
der hoherer Ordnung vernachlässigen, bekommt Gleichung (20) die Gestalt 


wobei wir zur Abkürzung 
Apron, Riz u Be u \ 
a Uy ibe (2 
gesetzt haben. 


I 
| 
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Nach (15) gilt 


Wy = —— RD 


Ug ; Uy 


iw w ‘Uy us 
C= 4; uy, |— —=—4 BG nen ay 
Uo TEs 


n / 
i Www-C, ; u wı — C 


’ 


in À ist 


rhalten 
> CR We Us y 
ae ot lb ire le qe es 
so daß nach (17) 
| c=-ay (24) 


st. Die Vergrößerung ist daher 


B= {1 = Azo} — LE (25) 


1 < Az, 
Der Vergleich mit Abbildungsgleichung (19) zeigt, daß die «Tiefenschärfe» all- 


gemein in der untersuchten Näherung durch 


Aen 
Azo =B B (26) 


zegeben ist. Die gewonnenen Formeln (19) und (25) können wir mit den ana- 
logen Formeln der gewöhnlichen Lichtoptik vergleichen. Zwei konjugierte 
unkte sind durch die Gleichungen 


path = he; B- 2 - (27) 


verkniipft. Aus der zweiten Gleichung folgt 


F4 A B? Az, 
oe (28) 
1+ — Az, 
0 
und für die Vergrößerung ergibt sich 
Be — (29) 
1.2742 
| Jo 


Wir erkennen, daB unsere Formeln (19) und (25) die gleiche Gestalt haben wie 
die entsprechenden Formeln der Lichtoptik. Es zeigt sich weiterhin, daß wir, 
bhne zu einem Widerspruch zu kommen, die entsprechenden Ausdrücke gleich- 


&AMP 1/24 
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setzen können. Durch Gleichsetzen des Zählers und des Nenners erhalten wit 


ht ne fo (30) 
und 

DIET, (31 

fo a 


Durch diese beiden Gleichungen ist eine Newtonsche Abbildung definiert, welche 
wir die «oskulierende Newtonsche Abbildung» unserer elektronenoptischer 
Abbildung in den beiden konjugierten Punkten 2) und z, nennen wollen. 

Für die Brennweiten der oskulierenden Newtonschen Abbildung ergibt sick 
nach (31), (17) und (14), (15) | 


1 wu] — Wy US 32 

ZEN ar, iy ( 

fo Wo Uy — Lo Uo ! 
und nach (30) 

1 WM — Wu; 33 

TE CR IE, > ( 

hh Wy Uy | Wy 


so daß 1/f, aus 1//, durch Vertauschung der Indizes 0 und 1 hervorgeht, wenr 
wir bedenken, daß die Wronski-Determinante (15) im Nenner bei dieser Ver‘ 
tauschung ungeändert bleibt. Da die Brechkraft durch den Quotienten zweie: 
Determinanten aus zwei Partikularlösungen gegeben ist, bleibt sie ungeändert 
wenn man zu einem neuen Paar von Partikularlösungen übergeht. Das mul 
natürlich der Fall sein. 

Diese Brennweiten haben im Rahmen der allgemeinen elektronenoptischer 
Abbildung folgende Bedeutung: 

Ist r eine Elektronenbahn, die im zweiten Bezugspunkt z, achsenparallel ist 
so kann sie mittels einer Konstanten durch 


r= const (ww, — wu) (34 


gegeben werden. Die Brennweite /, ist dann nach (32) durch 


gegeben. Wir betrachten ein Elektronenbündel, das die zweite Bezugsebene a 
senkrecht durchsetzt (Fig. 3). Man sieht sogleich, daß die Tangenten an di 
Elektronenbahnen dieses Bündels in der ersten Bezugsebene x, die Achse ir 
ein und demselben Punkt schneiden. Diesen Punkt nennen wir den oskulieren 
den Brennpunkt F, der Abbildung. Die Entfernung der Ebene x, von diesen 
Brennpunkt bezeichnen wir mit Z,. Sie ist gegeben durch 


Z= 7 (Zo) | (36 


1” (20) 


bh I, 1950 Brennpunkte und Brennweite in der Elektronenoptik 371 


| Wenn wir für 7 aus (34) einsetzen, erkennen wir, daß die Konstante, welche den 
| Achsenabstand der einzelnen Strahlen in der Ebene rt, festlegt, herausfällt und 
Z, die Gestalt 


| 


Wy Uy — Wi Uy a 
A un — — (37) 
We Uy — wu, c 


annimmt. Ganz analog ergibt sich für das achsenparallele Bündel in der Ebene 
| m als zweite «Brennpunktlage » 


Zum _ _ 2, (38) 
| A) O 4 
| Weiter gilt, daß die Schnittpunkte der obigen Bahntangenten in x, mit den zu- 
| gehörigen achsenparallelen Bahntangenten in x, eine achsensenkrechte Ebene 
| bilden, welche wir die oskulierende Hauptebene nennen. Für ihre Entfernung 
| vom Brennpunkt finden wir nach Fig. 3 
| 7 (2) Wy Uy — Wy My C 


ge nn ee (39) 


| Bees 
| Hy Vv’ (Z) Wo Uy — WU C 


Fig. 3 
Zur Erläuterung der oskulierenden Newtonschen Abbildung für die beiden konjugierten Bezugs- 
ebenen 7% und 777. 


Der Beweis dafür, daß diese Tangentenschnittpunkte eine achsensenkrechte 
Ebene bilden, liegt darin, daß sich für alle Bahnen der gleiche Wert 73, 
ergibt, und man erhält nach (39) und (35) 


| 
| Gas ioe (40) 


| Es schiene vielleicht natürlicher, als oskulierenden Brennpunkt den Achsen- 
schnittpunkt S der Strahlen des Bündels zu definieren. Dieser Punkt hat jedoch 
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im allgemeinen Fall keine unmittelbare Beziehung zur Newtonschen Abbildung. 
Im Falle, daß der Punkt S bereits im feldfreien Raum liegt, fällt der oskulie- 
rende Brennpunkt im obigen Sinne mit S zusammen. Ganz analog ergibt sich 
die zweite Brennweite und Hauptebene. 

Unsere Abbildungsgleichung (19) können wir in der Gestalt 


(Az, + Zi) du + Zo) = Ih (41) 


schreiben. Durch Vergleich von (31) mit (37) ergibt sich 


het u 

und für die Vergrößerung erhalten wir nach (25) 
Bi 7 \ 
Aa + ER z (43) 


Wir erkennen daraus, daß die Vergrößerung für 4% = fo — Z, eins würde. 
Az = fo Zu gibt uns aber gerade die Entfernung der oskulierenden Haupt- | 
ebene von der ersten Bezugsebene 7». Damit haben wir für unsere oskulierenden | 
Haupt- und Brennpunkte die gleichen Eigenschaften nachgewiesen wie in der 
Lichtoptik, und es kann daher auch die bekannte Listingsche Bildkonstruktion | 
angewendet werden. 

Wir wollen nochmals darauf hinweisen, daß strenggenommen jedes konju- | 
gierte Punktepaar seine eigenen oskulierenden Kardinalelemente besitzt!). Nur! 
in den Fällen der schwachen Abbildungsfelder oder der Felder mit Newtonscher 
Abbildungsgleichung fallen diese oskulierenden Brenn- und Hauptpunkte für | 
alle konjugierten Punktepaare zusammen. 

Die experimentelle Bestimmung dieser oskulierenden Brennweite kann 
strenggenommen — d.h. wenn das Feld nicht als Feld mit Newtonscher Ab- 
bildungsgleichung aufgefaßt werden kann — in exakter Weise nur nach der aus! 
(43) folgenden Gleichung 


it il 1 1 

fo Azo (2 5) Ge 
durchgeführt werden. Die Objektverschiebung kônnte in der Art, wie dies 
E. Ruska?) gemacht hat, durch besondere Meßsätze verschieden hoher Blen- 
denfassungen erreicht werden. Die neue Scharfstellung des Bildes hätte aller- | 


dings nicht durch eine Abgleichung des Objektivstromes zu erfolgen, sondern 
durch eine entsprechende Verschiebung des Bildschirmes. Infolge von (26) 


1) Die oskulierenden Kardinalelemente für nichtnewtonsche Abbildungsfelder, zum Beispiel für 
die vom erweiterten Glockenfeldtypus B, = B,/[1 + (z/a)2]* (u > 1), sollen in einer folgenden, 
gemeinsam mit F. Lenz verfaßten Arbeit explizit bestimmt werden. 

2) E. Ruska, Über den Bau und die Bemessung von Polschuhlinsen für hochauflösende Elektro- 
nenmikroskope, Arch. Elektrotechn. 38, 102 ( 1944). 
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‚würde bei einer Vergrößerung ß » 100 eine 10000fache Bildschirmverschie- 
bung notwendig sein, was bei der geringsten von Ruska erreichten Objektver- 
‚schiebung von 0,1 mm bereits eine Bildschirmverschiebung von 1 m erfordern 
‚würde. Infolge der hohen Tiefenschärfe wird natürlich eine geringere Verschie- 
\bung des Bildes genügen. Vielleicht ist es bei einer kleineren Objektverschie- 
bung, die natürlich anzustreben wäre, sogar möglich, den Auffangschirm an 
‚seiner Stelle zu belassen. 

Für den bei den Anwendungen besonders wichtigen Fall hoher Vergrößerung 
‚können wir als die beiden konjugierten Bezugsebenen zwei Ebenen betrachten, 
‚die mit der im Sinne von Abschnitt 1 definierten Brennebene und der zugeord- 
neten unendlich fernen Ebene zusammenfallen, wobei wir aber noch immer 
mit einem endlichen Wert von ß, zum Beispiel 100, rechnen dürfen. Der zuge- 
hörige oskulierende Brennpunkt fällt in diesem Fall mit dem Brennpunkt im 
‘Sinne von Abschnitt 1 zusammen. Auch die Brennweite stimmt dann mit der 
früher gebrachten (Fig. 1) überein. 

Wenn wir nun auch die Abbildung in einem starken elektrischen Abbil- 
 dungsfeld in Betracht ziehen, dann können wir genau wie oben zeigen, daß die 
Zuordnung zwischen Ding- und Bildpunkt in der Nähe zweier konjugierter 
| Punkte in derselben Approximation wie oben durch die Gleichung 


eu (45) 


gegeben ist, wobei a,b und c mit den partikulären Integralen w und « der 
Differentialgleichung (5) nach (14) erklärt sind. Wenn wir rein formal eine 
«Vergrößerung» B und ß durch 


5 w(z, + Az) A) a w(z) u(z) 
Pata aa uy aa FT ar ze ae ba ‚(2 (40) 


einführen, haben wir dieselben Verhältnisse wie früher, und B ist daher durch 
B= en (47) 


gegeben. Die tatsächlichen Vergrößerungen B und ß nach (3) stehen mit B und 
B in folgendem Zusammenhang 


D’ 


4 1 2 Az, 
B o(z| +42) Fe B 2, 5 
~ Q(% + 420) D ies 
mi D a (48) 
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| 
| 
Durch Einsetzen von (45) und (47) ergibt sich | 


m PERLE, L 
Ss etes POTTER eran | ve 42 
I E a D 48, ta 8 


Wenn wir in die Formeln (16), (17) und (18), welche für ß gelten, die Vergröße- 
rung einführen, erhalten wir 


Auen ent m Re 
Dis bre DA ee, 2/2 oO 

ale Bla e=c; el =<. (50) 
Damit können wir unsere Abbildungsgleichung (45) in der Gestalt schreiben 
ß? 2 1 | 
Az, = — (51) | 

ee tas AZ 

a 


Vergleichen wir diese Gleichungen (49) und (51) mit den entsprechenden New-. 
tonschen (28), (29), dann sehen wir, daß unsere Gleichungen eine oskulierende | 
Newtonsche Abbildung darstellen, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 


hh 2 
— — == mn 5 4 
2 8 (52) 
Bi a POM into hen Bice Oia 
Late Sa Sont Sr or (53) 


Die erste Gleichung stellt die bekannte Beziehung zwischen den Brennweiten 
eines optischen Systems der gewöhnlichen Lichtoptik dar. In der Elektronen- 
optik wird sie gewohnlich nur unter der Voraussetzung von feldfreiem Ding- 
und Bildraum hergeleitet, wo sie unmittelbar aus der Konstanz von 


V® (00 - oo) (54) 


gefolgert werden kann. Man sieht, daB sie für die beiden oskulierenden Brenn- 
weiten allgemein gilt. Allerdings zeigt die zweite Bedingung (53), daB nicht 
jedes elektrische Abbildungsfeld in allen konjugierten Punktepaaren eine osku- 
lierende Newtonsche Abbildung besitzt. Es muß zwischen den Feldern in zwei 
zugeordneten Punkten die Bedingung 

D Di, b 

D op 59) 


erfüllt sein. Mit (50) folgt hieraus 
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Nach (46) und (48) ist 


| 
LE SZ 4 et 
p= |/2: ewe 
D, W D, Ug 
|Mit Hilfe der Differentialgleichung (5) [für B,(z) = 0] können wir daher die 


Bedingung (56) fiir die Existenz einer oskulierenden Newtonschen Abbildung 
‚im starken elektrischen Abbildungsfeld durch 


| 


w, \4 u, \* 4 
ala EN (57) 
‘ausdrücken1). Eine genauere Diskussion dieser Bedingung und die explizite 
Bestimmung derartiger Felder wollen wir einer späteren Arbeit vorbehalten. 

Um die geometrische Bedeutung unserer optischen Konstanten im starken 
‚elektrischen Abbildungsfeld zu erkennen, müssen wir die für die Abbildung 
kennzeichnenden Determinanten a, b, c und C durch die wirklichen Elektronen- 
bahnen o und o ausdrücken. Wir definieren dazu in analoger Weise 


SR UE N ee PR LR (58) 
(ee Pare lo” of | 


Q 


Es zeigt sich, daß gerade auf Grund der Bedingung (55) die Beziehungen gelten 


a Sey gine b 49 alc à c Fehr 2 (59) 
/o,®, Va, /o, 0, 
Definiert man analog zu (15) 
nm _ Co 0 ees 01) 01 
a ou ays ie 
so ist allgemein 
= C = C 
G=-— und CC, =——. 61 
0 Vo, 1 Vo, ( ) 
Für die reziproken Brennweiten findet man daher 
1 ae ko 1 | /@ 
a = a 62 
alle oo eg leo Le 
und wenn wir c, C in 1//, durch c, C, ersetzen 
i as we = O6 Qi — 00 oi = 7’ (29) (63) 
fo G 0-90 (a) ” 


‚womit gezeigt ist, daß die Brennweiten dieselbe geometrische Bedeutung haben 
‚wie im rein magnetischen Fall. 

er 

| 1) Die Bedingung (55) für die Existenz einer oskulierenden Newtonschen Abbildung ist trivialer- 
weise erfüllt, wenn ®j/®, = 0 und D{/®, = 0 ist, d.h. Ding und Bild in feldfreien Gebieten liegen. 


376 WALTER GLASER und Orro BERGMANN ZAMP 


Die in gleicher Weise wie früher definierten Brennpunktkoordinaten Z, und 
Z, sind durch 


(64) 


O1] oF 


A, — 3 und Z = — 


gegeben. Auf Grund der Formeln (59) erhalten wir auch hier wieder die Glei- 
chungen (37), (38), woraus die elektronenoptische Bedeutung der eingeführten 
Determinantenverhältnisse a/c und b/c hervorgeht. | 

Wir sehen also, daB die Bedingung (55), (56) oder (57) das Bestehen aller | 
Beziehungen der oskulierenden Newtonschen Abbildung sicherstellt. Gegen- 
über den Verhältnissen im rein magnetischen Abbildungsfeld, wo eine oskulie- 
rende Newtonsche Abbildung fiir zwei beliebige konjugierte Punkte immer 
vorhanden ist, unterscheidet sich das elektrische Feld darin, daß dazu noch 
die besondere Bedingung (57) erfüllt sein muß. 

Verlangen wir, daß die Abbildung im rein magnetischen Abbildungsfeld 
durch eine oskulierende Newtonsche Abbildung in höherer Ordnung approxi- 
miert wird, dann führt das, wie im Anhang II gezeigt wird, zu der Bedingung 


pu} (ay Oo sin (65) 


Wo Uo On B2(z,) À 


welche bemerkenswerterweise mit der Bedingung (57) des rein elektrischen | 
Feldes für eine um eine Stufe niederere Approximation tibereinstimmt. 


Anhang I 


Bedingungen fiir die Existenz von geradlinigen Asymptoten!) 


Voraussetzungsgemäß soll für den unendlich fernen Punkt z > oo die Tan- 
gente 


@ ~ oz) = @'(2) (2-2) (I, 1) 
existieren, also folgt 
lim @’(z) = a; lim [e(z) — o’(z) 2] = D, (1,2 


wobei a und b bestimmte Konstanten sind. Ausgedrückt in R lauten diese 
Bedingungen nach (4) 


lim D-1/4 (Re) R(:)) = a (I, 3) 
lim DA [R@ (1+ 5-2 )- R'@) 2] =» (I, 4) 


1) Den Beweis verdanken wir Herrn P. SCHISKE. 
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| Da aus physikalischen Gründen ® weder Unendlich noch Null werden kann, 
wird À zugleich mit @ nach (4) unendlich. Da R’ stets endlich bleibt, muß also 
gleichzeitig mit (I, 2) nach (I, 3) 


lim R'(z)= A und lim®R=A (185) 


Z—+ 00 z Z—> 00 


‘sein. Aus der zweiten Gleichung schließt man, daß ®’ im Unendlichen ver- 
! schwindet. Wir wollen nun voraussetzen, daß es stärker als 1/z verschwindet. 
| Dann lautet (I, 4), da ® gegen eine Konstante geht, 


lim (R— R’2)=B. (I, 6) 


2—> 0O 


| Diese Bedingung ist aber zusammen mit (I, 5) dafiir kennzeichnend, daB die 
Lôsungen der Differentialgleichung (5) geradlinige Asymptoten besitzen, wie 

man durch Vergleich mit (I, 2) erkennt. 

| Wir multiplizieren (5) mit z und erhalten durch partielle Integration 


R= Ram] QRzdz. (I, 7) 


| Bilden wir den Limes (I, 6), so erhalten wir für ein genügend großes « 


“iim (R — R’ 2) = B=lim [ORz« 


= [ QRzdz + [ot R'z)2dz=J4+ B[Qzd:- A | Qatdz, 


wobei J eine Konstante bedeutet. 
Für die Existenz einer achsenparallelen Asymptote genügt also die Kon- 
vergenz des Integrals 


IK zdz, (I, 8) 


und für die Existenz beliebig geneigter Asymptoten ist die Konvergenz des 
Integrals 


Jo 22 dz (I, 9) 


erforderlich. 
In analoger Weise, wie in dem Buch Gruppentheorie und Quantenmechanik, 
S. 63, von H. WEYL geschlossen wird, kann man zeigen, daß diese Bedingungen 
auch hinreichend sind, wobei man nur in unserem Falle als Ausgangslösung des 
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in dem erwähnten Buche angeführten sukzessiven Approximationsverfahrens | 


R= Are B (I, 10) 
zu setzen hat. 


Anhang II 


Oskulierende Newtonsche Abbildung im rein magnetischen 
Abbildungsfeld in höherer Näherung 


Um zu den Formeln der oskulierenden Newtonschen Abbildung in höherer | 
Näherung zu gelangen, betrachten wir die Bildkoordinate und die zugehörige | 
Vergrößerung als Funktionen der Dingkoordinate und entwickeln beide in der 
Umgebung des Bezugspunktes z, in eine Taylor-Reihe. Aus der allgemeinen Ab- 
bildungsgleichung im rein magnetischen Abbildungsfeld 


B(z,) = LIEN) 23 ul 4 (Zo) | (11,0 


W(Z0) U(Z0) 


worin z, als Funktion von z, aufgefaßt wird, erhalten wir durch Differentiation | 
nach Z) auf Grund von (14) und (18) 


- = p? (II, 2) 
und | 


dp C 
ee dL 3 
C und c sind die in (14) und (15) eingeführten Determinanten. Aus (II, 2) und | 
(II, 3) folgt unmittelbar 


az, G 


da ape (II, 4) | 
Bildet man die dritte Ableitung von z,, so ergibt sich 


2 GE À a Daz 
mo OP © te Oe — 28 OC | lee 


also 
az 


Te = OBE J+ 282 Qo(1 — ps. 3). (II, 6) 
In den beiden letzten Formeln wurden die Differentialgleichung (5) und die » 


Formeln (16), (17) und (18) benutzt. 
Ganz analog erhält man 


P= 2.6(E)+ Bali — Br). 7) 
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Die Abbildungsgleichung und die Vergrößerung sind daher in dieser Näherung 


Az, = 22 + 42) — 24(%) = B?A% ia Bi = Az 
he: 9 (II, 8) 
«ones man Dj] es) | 


3 Blı- & 8404 [e(E)+40(1- D) a+. (9 


Durch Vergleich mit den entsprechenden Reihenentwicklungen der Newton- 
chen Abbildungsgleichungen (28) und (29) erkennt man, daß die elektronen- 
ptische Abbildung im Magnetfeld eine oskulierende Newtonsche Abbildung 
is inklusive Glieder 3. Ordnung darstellt, wenn die Bedingung 


CU De D. 


rfüllt ist oder wenn Q, und Q, verschwinden. 


Resume 


La notion de distance focale est étudiée pour les lentilles électroniques. La 
randeur de la diminution de champ, qui est nécessaire pour l’existence de foyers 
+ de distances focales, est déterminée. La définition habituelle de la distance 
‘cale ne caractérise pas en général la formation de l’image dans le cas de lentilles 
»jectroniques fortes. La relation entre la position de l’objet et celle de l’image, de 
ême que le grandissement linéaire sont rendus, en optique électronique, par ses 
‘onctions plus compliquées qu’en optique de la lumière. Ces fonctions sont appro- 
hées, dans le voisinage de deux points conjugués par l’«équation newtonienne 
ysculante pour la fonction de l’image» jusqu'aux termes du quatrième ordre 
nclusivement. A chaque paire de points conjugués correspondent ainsi les foyers, 
Deints principaux et distances focales résultant de l’«équation newtonienne oscu- 
ante». Si les éléments cardinaux osculateurs sont indépendants de la paire de 
Doints conjugués choisie, ils caractérisent à eux seuls la formation de l’image et 
sont identiques aux grandeurs définies de la façon habituelle. Nous avons appelé 
de tels champs, pour lesquels l'équation de formation de l’image de l'optique 
ordinaire est strictement valable, champs de représentation newtoniens. 

La seconde partie de ce travail est consacrée à l’étude de ces champs forts. 
Des exemples de tels champs, qui approchent des champs existant réellement 
dans des lentilles électroniques, sont donnés. Si l’on veut conserver à la notion de 
distance focale un sens physique pour n ‘importe quels grandissements, il faut 
approcher aussi bien que possible le champ empirique par un champ de la classe 
newtonienne. On indique un procédé pour le faire. Enfin on examine des méthodes 
»xperimentales, qui permettent de déterminer les distances et les points focaux 
de ces champs approchés ayant une formation d'image newtonienne. 


Eingegangen: 28. 2. 1950.) 
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Flügelschwingungsformen 
in ebener kompressibler Potenttalströmung 


Von NikoLaus Rott, Zürich!) 


Wenn bei einem schwingungsfähigen System von n Freiheitsgraden nur: 
elastische Kräfte und Trägheitskräfte auftreten, so ergeben sich n Frequenzen 
der n Hauptschwingungsformen als Lösung der sogenannten Säkulargleichung, 
einer algebraischen Gleichung n-ten Grades mit reellen Koeffizienten, die zudem 
die bekannte Besonderheit hat, n reelle Lösungen zu besitzen. Beim Flatter- 
problem wird die Aufgabe verwickelter durch das Auftreten von Luftkräften,, 
wodurch die Bestimmungsgleichung für die Frequenz komplexe Koeffizienten 
erhält. Es ergeben sich im allgemeinen auch komplexe Frequenzen als Lösung, 
so daß je nach dem Vorzeichen des Imaginärteiles der Frequenz Dämpfung‘ 
oder Anfachung eintreten kann. Die komplexen Koeffizienten hängen dabei, 
noch ab von der Fluggeschwindigkeit. Bei einer gewissen sogenannten «kri- 
tischen» Geschwindigkeit kann nun der Fall eintreten, daß eine Frequenz rein 
reell wird, die entsprechende Schwingungsform also weder gedämpft noch an- 
gefacht ist. Die Bestimmung der kritischen Geschwindigkeit des Flügelflatterns 
bedeutet algebraisch die Lösung der folgenden Aufgabe: eine Gleichung ist 
gegeben mit komplexen Koeffizienten, die von einem Parameter abhängen; 
gesucht ist derjenige Parameterwert, für den eine rein reelle Lösung existiert.’ 

Bei der Durchführung dieser Aufgabe zeigt es sich, daß die Rechnungen 
schon bei zwei Freiheitsgraden ziemlich umfangreich werden und daß insbe- 
sondere der Zusammenhang zwischen den Ausgangsgrößen und der kritischen 
Geschwindigkeit unübersichtlich wird. 

In den folgenden Ausführungen wird untersucht, welche Schwingungsformen 
bei der kritischen Geschwindigkeit auftreten können. Es zeigt sich, daß die 
möglichen Schwingungsformen durch die Art der Luftkräfte allein eingeschränkt 
sind. Die möglichen Schwiugungsformen im kritischen Falle sind diejenigen, 
bei denen die Luftkräfte weder eine Arbeit leisten noch Arbeit aufnehmen, das 
heißt die weder angefacht noch gedämpft sind. Die elastischen und Trägheits- 
kräfte leisten ja infolge ihres konservativen Charakters insgesamt bei periodi- 
scher Bewegung keine Arbeit. Die wirkliche Schwingungsform ergibt sich unter 
den möglichen natürlich erst bei Lösung der Bewegungsgleichung, das heißt 
der eingangs beschriebenen Aufgabe. Aber selbst durch Einschränkungen kann 
man den Umfang dieser Aufgabe vermindern, was besonders willkommen sein 


1) Institut für Aerodynamik, ETH. 


| 
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ürfte bei der Erhöhung des Rechenaufwandes, den die Berücksichtigung der 
ompressibilität mit sich bringt. 

Die Methode, mit Hilfe der Arbeitsberechnung die möglichen Flatterformen 
vu untersuchen, ist schon von GREIDANUS, DUNCAN (inkompressible Strömung) 
ind Barton (Überschallströmung) angewendet worden. Anscheinend hat je- 
Hoch diese bemerkenswerte Betrachtungsweise noch keine sehr große Verbrei- 
ftung gefunden, so daß sie im folgenden ausführlich dargestellt werden soll. 
ie Ergebnisse werden diskutiert für kleine Schwingungen in ebener Potential- 
strömung im ganzen Mach-Bereich von 0 bisoo, wobei die Luftkraftkoeffizienten 
ler vorhandenen Literatur entnommen wurden, mit Ausnahme des Sonderfalles 
— 1, für den auf Grund eigener Rechnungen Tabellen der Beiwerte angeführt 
sind. — Die Diskussion führt zu einer von der Mach-Zahl abhängigen oberen 
renze der reduzierten Frequenz, überhalb welcher keine angefachten Schwin- 
ngen mit zwei Freiheitsgraden möglich sind, und zu einer niedrigeren, im 
Überschallgebiet zum Teil schon bekannten Grenze für Schwingungen mit nur 
einem Freiheitsgrad. Die Betrachtungsweise vermittelt auch ein anschauliches 
Bild des Flattervorganges und der Maßnahmen, die zu seiner Verhütung ge- 
troffen werden können. 


1. Die Luftkraftkoeffizienten und ihre Transformation 


Im folgenden beschränken wir uns auf das Flatterproblem mit zwei Frei- 
eitsgraden in ebener Strömung. Ein Profil der Tiefe / sei mit der Geschwindig- 
eit U angeblasen. Zur Kennzeichnung seiner momentanen Lage wird ein Be- 
zagspunkt auf der Profilachse gewählt (P in Fig. 1); die Lagekoordinaten sind 
er Ausschlag y des Bezugspunktes und der Anstellwinkel « der Nullauftriebs- 
sachse. 


Fig. 1 
Lagekoordinaten und Luftkräfte am Profil. 


Unter dem Einfluß von Luftkräften, Trägheitskräften und von elastischen 
Riickstellkraften, welche den Ausschlägen y und « entgegenwirken, kann nun 
ider Flügel Schwingungen mit zwei Freiheitsgraden ausführen: Schlag- und 
Drehschwingungen. Es werden dann y und « harmonische Funktionen der Zeit 
‘mit einer Kreisfrequenz v, komplex geschrieben: 


ee (1) 
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(Um Gleichdimensionalität der Koordinaten zu haben, benützen wir später 
y/l.) Die Amplituden müssen im allgemeinen zur Kennzeichnung der Phasen- 
lage komplex angenommen werden. 

Die Luftkräfte können nun für die durch (1) gegebene Bewegung des Profils 
bei kleinen Ausschlägen in einer Potentialströmung berechnet werden, sowohl 
inkompressibel als auch für kompressible Medien. Als Ergebnis einer solchen 
Rechnung kennt man den Auftrieb W und das Moment M um den Bezugs- 
punkt. Beide werden ebenfalls harmonische Funktionen der Zeit mit dem 
gleichen Zeitfaktor e’”'; wir benützen die entsprechenden Beiwerte: 

U De We PAS 


= - — = = (2 
Ca be Co e ? Cm OU Lee Cn, ® ( ) 


Vorläufig brauchen wir als einziges Ergebnis, daß sich für kleine Ausschläge 
zwischen y, und a, einerseits und c,, und c,, anderseits ein linearer Zusammen- 
hang ergibt: 


M y 

Co Ruy a “ig Rae Ay, Cm Kay r +R Ko. (3) 
Die k,, usw. sind komplexe Koeffizienten, da im allgemeinen zwischen Vp, % 
und Ca,» Cm, Phasenverschiebungen bestehen; in Real- und Imaginärteil zerlegt, 
sollen die Koeffizienten in der Form geschrieben werden: | 


Roy == Rett =i t Rayi (3a) 


usw. Man braucht also insgesamt acht reelle Größen, «Luftkraftkoeffizienten », ! 
um den durch die Gleichungen (3) gegebenen Zusammenhang zu beschreiben. 

Für ebene kompressible Potentialströmung ergeben sich die Luftkraftkoeffi- 
zienten in Abhängigkeit von zwei Parametern: 

1. die Machsche Zahl M der Anströmgeschwindigkeit, 

2. die reduzierte Frequenz!) 


=. (4) 
w läßt sich in bekannter Weise auch als geometrischer Ahnlichkeitsparameter 
deuten. Betrachten wir das Profil in ruhender Luft mit der Geschwindigkeit U 
bewegt, so ist der während einer vollen Schwingung zurückgelegte Weg Z gleich 
a0, a ; 
damit wird auch 


l 
o=-2n-, (4a) 


ausgedrückt durch das Verhältnis der Profiltiefe / zur «Wellenlänge» L. 


1) In einem Teil der Literatur wird die mit der halben Tiefe berechnete reduzierte Frequenz 
benützt: © = v 1/2 U. 
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| 


SchlieBlich hängen die Werte der Luftkraftkoeffizienten auch davon ab, 
elchen Bezugspunkt wir gewählt haben. Wir befreien uns von dieser trivialen 
bhängigkeit durch Angabe des Transformationsgesetzes beim Ubergang auf 
einen neuen Bezugspunkt P’ (Fig. 1), der ebenfalls auf der Profilachse liegen 
soll, jedoch gegenüber P eine Rücklage hat vom Betrage 


—— 


PE el. 


Alle auf den neuen Bezugspunkt Hétobenen Größen seien durch einen Strich 
ekennzeichnet. Ein Blick auf Fig. 1 bestätigt das folgende Transformations- 
esetz für die Koordinaten (bei kleinem «): 


| 


ESA ot! (5) 


fond fiir die Krafte und Momente: 
| M'Y, M=|M+ xl 
| 


oder mit Verwendung der Beiwerte: 
| PiU OR eg Ac. (6) 


Durch Einsetzen von (5) und (6) in (3) erhält man für die entsprechenden 
Amplituden 


Yo 
made RE Arndt Ro, 


ao ager] 
oie F (Amy He Ray) 2 à [Rena + % (Raa a Remy) LE x? Ray] 0 ÿ 


‚wodurch in Analogie zu (3) neue Luftkraftkoeffizienten %,, usw. definiert sind, 
für die sich das folgende Transformationsschema ergibt: 


Ray =k,,, 
Rag + Race Ag Ray , 


Bey = Py tH Ray: | 
Kon = Pang + % Bas + Bony) + 22 Bay - 


Die Gleichungen gelten sowohl für die Real- als auch für die Imaginärteile. 


2. Das komplexe Amplitudenverhältnis 


Die Benützung unnötig vieler komplexer Größen wird vermieden, wenn 
man das Amplitudenverhältnis 
| [= 8) 


Oo J 
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in die Gleichungen (3) einführt; £ selbst ist im allgemeinen komplex: 

C=ortn (8a) 
(£, 7 reell). Schreiben wir nun (3) in der Form 


Ca, = % (À ay ER PAIE Cm, — %o (Rin y C+ Rm) (9), 


Ag 


so bedeutet es keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn wir die Phasen- 
lage so normieren, daß «, rein reell wird. Dies soll fortan vorausgesetzt werden. 
Zur übersichtlicheren Gestaltung der späteren Rechnung setzen wir in (9) 
Be Nee (10), 

wobei wieder 
hy =Nap bth 


ar 


a ai» Am = Br +4 Ami (10a) 


geschrieben wird. Durch Identifikation von Real- und Imaginärteil in den 
Gleichungen (10) erhält man mit den Bezeichnungen von (3a), (8a) und (10a): 


Nay = Lee & = Ra yi N a ke , 
hi; = Rayi & FE Re N oh Rai 


aı ayı 


(11) 
= RS = Rmy i Mer Len 
ae 


mi ne FA Kei, N a Rai 2 


Real- und Imaginärteil des komplexen Amplitudenverhältnisses gestatten 
nun eine einfache geometrische Deutung, die schon von KASSNER und FINGADO} 
[1]!) angegeben wurde. Wir bemerken zunächst, daß nach (5) für & das folgende 
Transformationsgesetz gilt: 

eb (12) 
oder 


7 sat N 4 (12b} 


Der Imaginärteil ist also eine Invariante. Wenn wir nun einen neuen Bezugs- 
punkt wählen derart, daB seine (auf die Lange / bezogene) Rücklage x = & ist, 
so wird wegen (12a) das Amplitudenverhältnis rein imaginär. Diesen neuen 
Bezugspunkt nennen wir nach KASSNER und FINGADO den « Knotenpunkt». 

Für den Ausschlag yx des Knotenpunktes und den Winkel a, = « (inva- 
riant) gilt also 


oder Ÿ ivt ivl 
¢ —- 4 4 À ._ y 
Ve SU Cy ee waste 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf S. 410. 
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| im Knotenpunkt besteht zwischen Ausschlag und Verdrehung eine Phasen- 
rerschiebung von 90°, reell geschrieben: 


Ve =—%lnsinyt, a=a,cosvi. 


Betrachten wir nun die absolute Bahn des Knotenpunktes vom Standpunkt 
ler ruhenden Luft durch Einführung des Weges s = Ut, den das Profil wäh- 
rend der Teit ¢ zurücklegt. Es ist mit Verwendung der reduzierten Frequenz 


hach (4) . 


Ve = — Al 7 Sin © 7 (13) 
Die Anstellung des Profils ist analog in Funktion von s gegeben durch 

27 Ss 
% = % COS & —-. (14) 


die Neigung 6 der Knotenpunktbahn ist nun gleich 


| er 
I. B = > = —% @n cosw =. (15) 
| 
Kus (14) und (15) folgt (mit 8, = Amplitude von B) 
En, (16) 


a XK 


as heiBt Neigung des Profils und Neigung der absoluten Bahn haben fiir den 
Xnotenpunkt die gleiche Phase; das Verhältnis der Amplituden dieser Nei- 
zungen ist durch 7 und w nach (16) gegeben. 

Durch die drei Größen w, & und n ist eine Schwingungsform (bis auf einen 
roportionalitätsfaktor «,) eindeutig festgelegt. Fig. 2a zeigt folgendes Beispiel: 
gezugspunkt sei die Profilmitte, und es ist wm =1, € = —0,5 und 7 = —0,5 
igenommen. Aufgezeichnet ist die absolute Bahn des Knotenpunktes, der 
wegen € = —0,5 auf der Profilvorderkante liegt. Aus w folgt das Verhältnis 
ler Profiltiefe zur Wellenlänge, für © — 1: /=L/2z. Die Neigung des Profils 
st überall proportional zur Knotenbahnneigung, sie ist also Null, wenn yx 
maximal ist, und hat den größten Wert fiir yx = 0. Das Verhältnis der Ampli- 
uden, das im Punkt yx = 0 abgelesen werden kann, ist in unserem Beispiel 
mach (16) 


= —@ 7 — 0,5. 


_ Ein anderes Beispiel sei wm = 1, £ — —0,5, 7 — 0. Wegen 7 = 0 ist nach 
13) yx = 0 und ß=0. Man sieht, daß in diesem Sonderfall der Knotenpunkt 
um Drehpunkt einer reinen Torsionsschwingung wird (Fig. 20). Reine Schlag- 
chwingung ist der «Sonderfall des Sonderfalles» mit dem Drehpunkt im Un- 
mdlichen, alson=0,&=-+ oo. 
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Um die Bedeutung von positiven 7-Werten zu zeigen, ist noch ein Beispie! 
mit a =1,é= —0,5, 7 = 0,5 in Fig. 2c dargestellt. 


Fig. 2 
Fligelschwingungsformen, dargestellt durch die Lage des Profils an verschiedenen Stellen de 
Knotenpunktbahn. Kennzeichnende Größen (Bezugspunkt: Profilmitte) : 


a) @=1; §=—0,55'9 =—0,5 
)o=1;F=—05;7= 0 
c)w=1; €=—05; n= 0,5 


3. Die Arbeitsleistung der Luftkräfte 


Die Frage, wann die Luftkräfte und Momente dampfend oder anfachent 
wirken, läBt sich nicht durch einen Blick auf die Gleichungen (3) beantworten 
Die Antwort hängt ab von der Phasenlage von c,, und c,, gegen y, und &,, um 
diese wird unübersichtlich, wenn die k,,, usw. komplex sind und die Ausschläg 
ein komplexes Verhaltnis haben. Es muB deshalb, wie schon einleitend bemerk 
wurde, die Arbeitsleistung der Luftkrafte ausgerechnet werden. Die momentan 
Arbeitsleistung ist allgemein: 


£ = (Kraft) - (Geschwindigkeit des Aufpunktes) 
+ (Moment um den Aufpunkt) - (Winkelgeschwindigkeit) 
= y + Ma | 
oder mit den Luftkraftbeiwerten nach (2): 


1 V : | 
Q = 2 0 U2 12 (cu = Ar Cm x À (17 
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abei ist nach (1) und (8) 


yairyetmirmile”, aeiyae””. (18) 


ie c, und c,, seien in der durch (9) und (10) definierten Form benützt: 
EU Ey el re (19) 


| Bei der Ausrechnung von 2 muß man bekanntlich wieder auf die reelle 
Schreibweise übergehen, das heißt von den Ausdrücken (18) und (19) ist der 
ealteil zu nehmen unter Berücksichtigung der Normierung, daß «, rein reell 
st. Mit den Bezeichnungen von (8a) und (10a) wird reell geschrieben: 

. =—va%(ncosvyt+ésinyt), àx——-yasinvé, (18a) 


Ca = og (Mar COSVÉ—h,;Sinvé), Cy = % (Am, COSVÉ— hn;sinvt). (19a) 


an erhält £ nach Einsetzen von (18a) und (19a) in (17). Sehr einfach wird der 


Ausdruck für die mittlere Leistung £, der sich unter Berücksichtigung der 
littelwerte 


; 1 as ne 
Cosa pe SIN > cos » Zsinvt=0 


ergibt: 
x il i 
2 = 4 (4 U? 12 y a (=f har FE hae + Ami) : 


Wir definieren nun einen «Leistungsbeiwert» A gemäß 
g 


i= o U2 1 a2/4 


Durch Einsetzen von h,, usw. nach (11) in (20) ergibt sich nach leichter Um- 
formung: 


À == o{ Ray; ge == n°) ae (Rinyi SE Rx) 4 zu (ES En. he) N GE kur) (21) 


Die Gleichung (21) gestattet die Berechnung des Leistungsbeiwertes für eine 
gegebene Schwingungsform, gekennzeichnet durch w, & und 7, wenn die Luft- 
kraftkoeffizienten bekannt sind, die selber von w und der Mach-Zahl abhängen. 
Explizit ersichtlich ist jedoch in (21) die Abhängigkeit des Leistungsbeiwertes 
von & und 7: es ist À eine quadratische Form in & und 7. 

Ist À positiv, so wird von den Luftkräften während einer vollen Schwingung 
lim Mittel Arbeit geleistet, die entsprechende Schwingungsform ist also ange- 
acht, während umgekehrt negatives A Dämpfung bedeutet. Im besonderen 
‚Falle A=0 tritt weder Dämpfung noch Anfachung ein. Wird die innere 


(mechanische) Dämpfung vernachlässigt, wie es meistens bei Schwingungs- 
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rechnungen der Fall ist (um auf der sicheren Seite zu stehen), so wird durch 
die Gleichung À = 0 eine Schwingungsform festgelegt, wie sie gerade im «kri- 
tischen» Zustand des Flügelflatterns möglich ist. Man sieht aus (21), daB A = 0 
als Gleichung zwischen £ und 7 (mit den Parametern wm und M) durch einen; 
Kreis in der (£, n)-Ebene dargestellt wird. Zur vollständigen Diskussion setzen 
wir unter der Voraussetzung ky; + 0: 


A= le Da (n — Ta ei 12}, (22) 


wodurch die Mittelpunktskoordinaten &,,, 7, und der Radius 7 des «Grenz- 
kreises» À = 0 definiert sind. Nach Identifikation mit (21) erhalten wir ausge- 
drückt durch die Luftkraftkoeffizienten: 


Rot Rm 
ENTE UERU 
Em = 2 Re 2 (23), 
Gt h 
ele ae = (24) 
ee Enr | 
r= | at ig ee Fe (25) 
ayi 


Man sieht aus der Gleichung (22), daß A für & = €,, und 7 = n„ ein Extremum 


hat, nämlich 
he Ny RT (26)! 


Vor der weiteren Diskussion sei bemerkt, daB beim Übergang zu einem 
anderen Bezugspunkt nach den Gleichungen (7) die folgenden Transformations- 
gesetze gelten: 

en Sy RL N= Mn et (27) 


und da k,,, nach (7) invariant ist, wird 
An = An : (27a) 


Es ist also allein &,, keine Invariante, transformiert sich jedoch in anschaulicher 
_ Übereinstimmung mit der Gleichung (12a). Die Lage des durch é,, festgelegten 
Knotenpunktes relativ zum Profil ist also auch invariant. Bei Beachtung von 
(27) ist es somit gleichgiiltig, von welchem Bezugspunkt ausgehend die Luft-! 
kraftkoeffizienten in die Gleichungen (23) bis (26) eingesetzt werden. 
Ein reeller Grenzkreis À — 0 ergibt sich nur in dem Falle, wenn der Aus= 
druck unter der Wurzel (25) positiv ist. Wird 7 imaginär, 72 < 0, so kann für 
alle € und 7 nur Dämpfung oder nur Anfachung eintreten: die quadratische 
Form À ist definit. Welcher der beiden Fälle wirklich vorkommt, sieht man 
am Vorzeichen des Extremwertes ,, in (26), wobei also auch das Vorzeichen 
von k,,: eine Rolle spielt. Es sind insgesamt vier Fälle zu unterscheiden: 
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I. 7? <0: der Grenzkreis A = 0 existiert nicht. 

AV Ra yi < 0, An <0: überall Dämpfung. 
[© B. k,,; > 0, Am > 0: überall Anfachung. 
Wenn der Grenzkreis existiert, so entscheidet À, das Vorzeichen von À inner- 
halb des Kreises: 
(II. 72 > 0: der Grenzkreis À — 0 existiert. 
A. kay; < 0, 4, > 0: Anfachung innerhalb, Dämpfung außerhalb des 

Grenzkreises. 

B. Roy: > 0, A, < 0: Dämpfung innerhalb, Anfachung außerhalb des 
| Grenzkreises. 
Es ist nun eine Besonderheit der Luftkraftkoeftizienten, die später noch disku- 
‚tiert werden soll, daß k,,; immer negativ ist. Darin kommt die bekannte Tat- 
‚sache zum Ausdruck, daß reine Schlagschwingungen immer gedämpft sind, zu- 
mindest in Potentialströmung. Es kommen also nur die Fälle IA und IIA in 
Frage: Anfachung tritt nur ein innerhalb des Grenzkreises, wenn dieser existiert; 
wenn er nicht existiert, so ist die Schwingung immer gedämpft, und ein imagi- 
‚närer Radius 7 ergibt sich als «hinreichendes» Kriterium für Flatterfreiheit: 


| 
heed ht ea Paty Rosi 
oe | ‘ani aol ee | aar m} y =e : <e ()\ (28) 


p 2) 
CARE 2 Roy; ayt 


fVgl. (23), (24) und (25). Wegen k&,,; < 0 kann die Bedingung (28) nur fiir 
| 2ngi < O erfüllt werden.] 

Wird die innere Dämpfung mitberücksichtigt, so kann man sagen, daß die 
i im kritischen Zustand möglichen Werte von € und 7 innerhalb des Grenzkreises 
liegen müssen, denn nur diesen Punkten entspricht eine Schwingungsform, in 
der die Luftkräfte die zur Überwindung der inneren Dämpfung nötigen Arbeit 
leisten können. 

Die Anwendung der Resultate wird äußerst einfach: die Luftkraftkoeffi- 
zienten sind in Funktion von w und M in verschiedenen Abhandlungen berech- 
net und tabelliert worden. Mittelpunkt und Radius des Grenzkreises ergeben 
sich nach Einsetzen in die Gleichungen (23) bis (25) in Funktion von wm und M. 

Es läßt sich zum Beispiel mit dieser Methode sofort entscheiden, ob für ein 
| gewisses und M reine Torsionsschwingungen möglich sind oder nicht. Nach 
ı dem früher Gesagten sind diese Formen durch 7 = 0 gekennzeichnet. Es kommt 
also nur darauf an, ob der Grenzkreis die Achse 7 = 0 (£-Achse) schneidet. Die 
| Bedingung für die Existenz von solchen (zwei) Schnittpunkten ist offenbar 


ne (29) 
(oder nach (25) 


0 (30) 
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Wenn die zwei Schnittpunkte existieren, so gibt der zwischenliegende Abschnitt 
der &-Achse Aufschluß über die möglichen Drehpunkte einer reinen angefach- | 
ten Torsionsschwingung. | 
Zur Verdeutlichung sei noch eine andere Herleitung der Bedingung (30) ge- 
geben. Wenn mit einer Rücklage &1 gegen den Bezugspunkt ein Drehpunkt 
reiner Torsionsschwingung möglich sein soll, können Aussagen am besten ge- 
macht werden nach Umrechnung der Luftkraftkoeffizienten auf den Dreh- 
punkt als Bezugspunkt. Dies geschieht nach den Formeln (7) mit x = &. Ange- 
facht wird eine solche Schwingung dann, wenn das Moment der Luftkräfte, 
welches in Phase mit der Winkelgeschwindigkeit ist, einen positiven. Koeffi- 
zienten hat. Das heißt aber, daß k,,,; > 0 sein muß, also nach (7) 
Rai = Rmai Pr & (Rai ai Rm yi) He on Ra yi = 0. 
Als Funktion von & ist hy,,; eine Parabel. Es wurde k,,; < 0 vorausgesetzt, so. 
daß für & = +00 k,,; < 0 wird: reine Schlagschwingungen sind gedämpft. 
Ob diese Parabel iiberhaupt in das positive Gebiet eindringt, kann am besten 
am Vorzeichen seines Scheitelwertes beurteilt werden: es ist 


TRE 
mat = 0 
de 
für 
(ea Be as Rn yi ie 
E 2k Ww 


also gerade für & = &,,. Der Wert von kJ... ist dort 


Rai (€ >: en) = Rp ai ko yi = - 


Wir haben also die Bedingung für Anfachungsmöglichkeit einer reinen Tor- 


1 hwingung: 
sionsschwingung A ku Sn 


was bei negativem k,,,; mit (30) in Übereinstimmung steht. | 

Die bisherigen Anwendungen der Methode, mit Hilfe der Arbeitsberechnung 
die möglichen Flatterformen zu untersuchen, sind schon eingangs erwähnt 
worden. GREIDANUS [2] hat eine sehr vollständige Diskussion für inkompressible, 
Strömung gegeben. Duncan [16] veranschaulicht die Schwingungsformen mit 
Arbeitsaufnahme und -abgabe durch eine «Flattermaschine». BARTON [3] be- 
handelt Flattern in Überschallströmung. In den genannten Arbeiten ist übrigens 
das komplexe Amplitudenverhältnis durch Betrag und Argnment gekenn- 
zeichnet: ; 

C=(cle*. 


Der Zusainmenhang mit unserer Bezeichnungsweise ist | 


E=|C|cosp, n=|C|siny. 
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| 
| 


ie Benützung von & und 7 hat den Vorteil, daß wenigstens n eine Invariante 
fist und auch & eine anschaulich verständliche Abhängigkeit vom Bezugspunkt 
at. Auch die Kennzeichnung der Schwingungsform durch £ und n sowie der 
«Grenzkreis» in der (&, 7)-Ebene sind besonders einprägsam. 


| , 
| 4. Quellen fiir die numerischen Werte der Luftkraftkoeffizienten 


a) Unterschallstromung 


| 


| Im Sonderfall der Schwingungen in inkompressibler Strömung sind die 
‚Luftkräfte wohlbekannt; die zu ihrer Berechnung benötigten Funktionen der 
reduzierten Frequenz sind zum Beispiel bei KAssNER und FINGADO [1] 
tabelliert. 

Für die kompressible Unterschallströmung wurden in den folgenden Rech- 
ungen die nach der Methode von DIETZE [4] aufgestellten Tabellen benützt. 
DIETZE erhält die Luftkräfte ausgehend vom bekannten Sonderfall M = 0 mit 
Hilfe einer Iterationsmethode, die allerdings um so schlechter konvergiert, 
je näher M an 1 herankommt und je höher die reduzierte Frequenz ist. 


b) Überschallströmung 


Für M >1 lassen sich die Luftkräfte in geschlossener Form angeben; es 
‘sei hier auf die Arbeiten von Possıo [5], v. BORBELY [6], SCHWARZ [7], HONL [9], 
TEMPLE und JAHN [9], GARRICK und RUBINOW [10], Mıres [11] hingewiesen. 
Ausführliche Tabellen finden sich bei TEMPLE und JAHN [9], GARRICK und 
RUBINOW [10] sowie bei BARTON [3]; über den Zusammenhang der hier verwen- 
deten Luftkraftkoeffizienten mit der Bezeichnungsweise dieser Arbeiten orien- 
tiert die Tabelle 4. Bei den folgenden Rechnungen wurde das von TEMPLE und 
JAHN und von BARTON gegebene Zahlenmaterial beniitzt. 

_ Es sollen noch die Luftkraftkoeffizienten für M > 1 in zwei Sonderfällen 
angeführt werden. Zunächst die «quasistationären» Grenzwerte für sehr kleine 
‘Werte der reduzierten Frequenz w, wobei für die Realteile die nullten, für die 
Imaginärteile die ersten Potenzen von w beibehalten worden sind. Nach den 
Ergebnissen der oben angefiihrten Arbeiten ergibt sich in unserer Bezeich- 
nungsweise mit der Profilmitte als Bezugspunkt: 


k 4 

LES — 0 ) ayi ym:-ı OW, 

4 2 
ee 

ini (ym®- 1)° (31) 
Ray =O, RO), 
M?— 2 

mar = 0 2 Rai 
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Weiterhin seien die asymptotischen Funktionen angeführt, welche die Luftkraft- 
koeffizienten für große wm > darstellen. Man findet 


4 
Roy = 0, Le ri 
4 
= — al) 
ke, Ne. Rai tf (32h 
IAE LU 
1 
Bar 05 Re nr Os 


Ein Vergleich der Werte (31) und (32) zeigt, daß für große Mach-Zahlen M > ce 
die Luftkraftkoeffizienten sehr angenähert durch die gleichen Funktionen dar-! 
gestellt werden sowohl im Grenzfall w > 0 als auch für © > oo. Es liegt die 
Vermutung nahe, daß dann auch im ganzen Bereich der reduzierten Frequenz 
die einfachen Formeln (32) eine gute Näherung darstellen. Dies ist auch tat- 
sächlich der Fall. Für M-Werte nahe an 1 zeigen zwar die Luftkraftkoeffizien- 
ten, die geschlossen durch Besselsche und trigonometrische Funktionen ausge- 
drückt werden können, sehr starke Schwankungen über w. Mit größer werden- 
der Mach-Zahl glätten sich jedoch die Verläufe, und von etwa M = 2 an können 
die Formeln (32) schon in vielen Fällen als gute Näherung verwendet werden. 
Sie lassen sich nach COLLAR [12] elementar durch eine quasistationäre Rechnung 
finden, deren Berechtigung aber — wie TEMPLE und JAHn [9] hervorgehoben 
haben — auf hohe Mach-Zahlen beschränkt ist!). Auch die Schwingungsrechnung 
wird mit den Werten (32) besonders einfach. 


c) Schallströmung (M = 1) 


Im Sonderfall M — 1 sind eigene Rechnungen durchgeführt worden?). Nach- 
dem schon in einer kurzen Mitteilung die Methode zur Bestimmung der Druck- 
verteilung bei M = 1 dargestellt worden ist [13], mußten noch die Luftkrafte 
und Momente durch eine Reihe von Integrationen ausgerechnet werden. Diese 
Operationen stehen in vollstandiger Analogie zu den schon mehrfach dargestell-| 
ten Rechnungen für M > 1, so daB auf ihre Wiedergabe hier verzichtet werden 
soll. Es seien nur die Resultate angegeben, und es soll gezeigt werden, daB diese 
von den bekannten Ergebnissen fiir M > 1 durch einen Grenziibergang gefun- 
den werden können. 

Die analytischen Ausdriicke fiir die Luftkraftkoeffizienten sind in der Ta- 
belle 1 zusammengestellt. Tabelle 2 gibt die Grenzwerte für kleine Werte von @.: 


1) In neuester Zeit ist von SAUER [17] eine elementare Herleitung der für alle Mach-Zahlen 
gültigen quasistationären Werte (31) angegeben worden. 

?) Während der Drucklegung dieser Arbeit wurde dem Autor bekannt, daß eine Abhandlung 
von HEASLET, LOMAX und SPREITER [18] das gleiche Thema behandelt. 
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Für w + gelten die Formeln (32) mit M=1. Tabelle 3 enthält die nume- 
rischen Werte (vgl. auch Fig. 3). 

Beim Grenzübergang gegen M = 1 von der Uberschallseite her geht man 
m besten in zwei Schritten vor. Im ersten — elementaren — Schritt wird 
überall M — 1 gesetzt, wo dies ohne «Gefahr» möglich ist, das heißt, wo wegen 


ae a Zune 


EE ra sae ye 


Pe; 


S 
> 
I 
SDS 
ES 
a 
DC 
D 


ee 
Fig. 3 
Luftkraftkoeffizienten für M = 1. Bezugspunkt: Profilmitte. 


M = 1 keine Größe unendlich wird. Als Ergebnis dieses Schrittes erhalten die 
Luftkraftkoeffizienten schon den genau gleichen Aufbau wie in der Tabelle 1, 
nur haben noch die Funktionen G,, G,, F,, F eine andere Bedeutung. Aus- 
gehend zum Beispiel von den Resultaten von TEMPLE und JAHN [9] findet man 
sie leicht (unter Beachtung der Zusammenhänge der Tabelle 4) in folgender 
| Form: mit der Abkürzung 


Eee (33) 
| wird 
| ce eat { Je) sin (M2) — J,(2) cos (M2)}, | 
7 | (34) 
Guz re { Jo(z) cos (M 2) + Ji(z) sin (M2)}, | 
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1 
FE, = _ ll Jo(z u) sin (M zu) du 


A (35) 


TE 


\ 


rire en )cos(M zu) du. 


Für M nahe an 1 ist nun z nach (33) groß, und die Bessel-Funktionen können 
durch die Hankelsche asymptotische Darstellung approximiert werden: 


na = cos (: = +). AGE js sin (2 — à). (36) 


Der Grenzwert von G, zum Beispiel folgt dann durch Einsetzen von (36) in (34): 


Ge as | sin (M z) cos (z — =) — cos (M z) sin (z — +) > 


woraus nach einfacher trigonometrischer Umformung folgt 


we ee y à 
ER Veran sin |(M—1)2+ 4], 


und schlieBlich wird nach Einsetzen von z 


Dies geht für M = 1 in den Ausdruck über, der in der Tabelle 1 gegeben ist. 
Für G, ist die Rechnung ganz analog. 

Beim Grenzübergang für /, und F, ist zu beachten, daß in die Integrale, 
die von der Grenze 0 ausgehen, die asymptotischen Formeln nicht eingesetzt 
werden dürfen. Eine einfache Umgehung dieser Schwierigkeit soll am Beispielı 
von F, gezeigt werden: nach Einführung der neuen Variablen z u = v wird 


Z 


jhe PR [ I) sin (M ») dv 


er | i Jol) sin (Mo) dv — | Inte) sin (M0) do i 


| 


Das bestimmte Integral zwischen 0 und oo hat den bekannten Wert 1 \VM2 — 1. 
(Vergleiche zum Beispiel die Untersuchungen iiber die Integrale vom Typus 
(35) von SCHWARZ [14].) Im zweiten Integral kann die asymptotische Formel 
(36) eingesetzt werden: 


il ee 
E = tet Es 4 A cos U — +) sin (M v) dv 
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ach einer einfachen Umformung der trigonometrischen Funktionen wird 


R=5 Lear J sin[(— 10 + 4] Fes 
| Zn 


Mit den neuen Variablen (M — 1) v = ¢ und (M + 1) v — s erhält man 


| Be oo oo 

| 1 M MORT. = 

| Er V ms | sin (t+ | en Le ~ | sin - 4). 
z(M -ı) Vrai z(M+1) Vas 


Für M = 1 wird nach Einsetzen von z in Übereinstimmung mit dem Ausdruck 
lin der Tabelle 1: 


00 o/2 
5 dt u 
A=1- | (sint + cos) = | (sin t + cost) ; 
V2nt V?2nt 
w]2 0 


denn es ist der bekannte Grenzwert der Fresnelschen Integrale zwischen den 
‚Grenzen 0 und co: 


Die Luftkraftkoeffizienten für M — 1 sind in Fig. 3 aufgetragen; sie zeigen 
iüber wm einen glatten Verlauf. Die benachbarten Verläufe M > 1 hingegen 
weisen über w rasche Schwankungen auf. Dazu sei bemerkt, daß beim Grenz- 
i iibergang gegen M = 1 von der Uberschallseite her Glieder vom Typus 


(M — 1) sin 


[02] 
Ten 
| zum Verschwinden kommen. Der Durchgang bei M — 1 erfolgt also über M 
ı mit immer rascher und kleiner werdenden Schwankungen. Für große w-Werte 
| ist allerdings das Schwankungsgebiet praktisch sehr klein. Bei Verkleinerung 
‘von w wird man aber zu erhöhten Schwankungen und schließlich im Grenzfall 
ı®=0 zu Diskontinuitäten der Luftkraftkoeffizienten bei M=1 geführt. 
‚ Mathematisch sind diese wegen Divergenz der asymptotischen Formeln bei 
\®= 0 verständlich. Es kommen damit bekannte Änderungen der Strömung 
‘beim Schalldurchgang zum Ausdruck: zum Beispiel ist der stationäre Kraft- 
‚ angriffspunkt im Unterschallbereich der vordere Viertelpunkt, bei Überschall 
| die Profilmitte, während für M — 1 die (unendliche) stationäre Luftkraft in 
-ebener Strömung nach linearisierter Theorie in 1/3-Profiltiefe angreift [13]. 
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Wenn man aber das Gebiet in der Nähe von æ = 0 von der Benützung aus- 
schließt (wozu noch weitere Gründe angeführt werden sollen), so können die 
Luftkraftkoeffizienten für M — 1 gewissermaßen als Mittelwerte im schallnahen 
Gebiet angesehen werden. Der erforderliche Rechenaufwand für eine Schwin- 
gungsrechnung in der Umgebung von M = 1 wäre dadurch erheblich ver- 
mindert. 

Bei Verwendung der Luftkraftkoeffizienten für M = 1 sind vor allem zwei 
physikalisch begründete Einwände zu beachten: 

1. Es kann bezweifelt werden, daß die Ergebnisse einer linearisierten 
Theorie für M — 1 brauchbar sind. Die Untersuchungen von LIN, REISSNER 
und TsIEN [15] haben gezeigt, daß die Linearisierung selbst für M = 1 zulässig 
wird, wenn in der Potentialgleichung die linearen nichtstationären Glieder 
gegen die vernachlässigten quadratischen Glieder überwiegen, das heißt, wenn 
die Schwingung genügend rasch, die reduzierte Frequenz genügend hoch ist. 
Es kommt darauf an, daß der Wert w/t?'? groß genug wird, wobei t ein «Dicken- 
parameter» ist (prozentuelle Dicke oder Anstellwinkel des Profils). 

2. In der näheren Umgebung von M = 1 versagt die sogenannte Streifen- 
methode, das heißt wenn der wirkliche Flügel endliche Spannweite hat, so ist! 
die Betrachtung der ebenen Strömung eine unzulässige Idealisierung. Die | 
Übertragung der folgenden Resultate auf den dreidimensionalen Fall ist in der 
Umgebung von M = 1 nicht ohne weiteres zulässig. 


Tabelle 1 
Die Luftkraftkoeffizienten für M = 1. Bezugspunkt: Profilmitte 


Ray = — 4 © (G - 5) 

Ray; = —4@ (G,+ EF) 

haar = 4 (G, +R) +2 (2 — G) 

ee = OG ce Ace à) 

| | 
hei FORE (EG) $6 
dabei ist 
= re (oP Hsing) (ring) 
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w/2 
4 


o/2 
; dt 
F =| (cos é + sin!) —— k= | (cost — sin?) a 
‘ 2at ; V2 rt 


Tabelle 2 


\äherungsformeln zu den Ausdrücken der Tabelle 1 für kleine Werte der redu- 
zierten Frequenz w 


| V0 bay, = -4Vo+2oVo Vak. = —4Vo — 20 Vo 
| = 4 SA n/a LE 4 8 = 
Site RU eke / oe AT 

Vx aar Vo = 3 Vo To Ra aj Vo ae 3 Vo 
| +. FD en 1 = cae 55 FE 
| Va Bn yp = =e Vo 5 woVo Va Pm yi = ; Vo 4 : © Vo 
| = 2 4 = 2 ge 
| R er Tea P Z 

Vi mar 3Yo 3 Vo EL 3Vo 9 Vo 

Tabelle 3 


Die numerischen Werte der Luftkraftkoeffizienten für M=1; 
Bezugspunkt: Profilmitte 


œ — Rayr — Ra yi Rawr — Raggi —hmyr —Km yi Rmar Ryai 
8,04 0,4424 0,4604 11,5863 10,9846 0,0761 0,0743 1,7905 1,9710 
6,08 0,6129 0,6640 8,4090 7,5580 0,1089 0,1038 1,2026 1,4579 
10,12 0,7353 0,8291 7,0443 6,0023 0,1349 0,1255 0,9303 1,2429 
0,16 0,8315 0,9759 6,2566 5,0536 0.1575 0,1430 0,7611 1512211 
5,2 0,9100 1,1118 SNS TA 4,3924 0,1779 0,1578 0,6411 1,0446 
0,4 DAS 17 1,7219 4,5690 2,6719 0,2643 0,2074 0,3149 0,8848 
78,6 1,2514 2,2974 4,1662 1,8519 0,3378 0,2337 0,1469 0,8433 
0,8 1,2689 2,8731 3,9985 1,3407 0,4045 0,2454 0,0346 0,8361 
1,2309 3,4690 3,9355 0,9849 0,4665 0,2460  —0,0491 0,8434 
2 1,1529 4,0843 3,9278 0,7234 0,5243 0,2374  —0,1149 0,8580 
‚4 1,0455 4,7236 3,9521 0,5258 0,5781 0,2209  —0,1682 0,8765 
6 0,9164 5,3880 3,9954 0,3752 0,6278 0,1976  —0,2121 0,8976 
8 0,7718 6,0779 4,0500 0,2607 0,6734 0,1681 —0,2484 0,9202 
0,6168 6,7929 4,1109 0,1752 0,7144 0,1332 _-0,2782 0,9439 


Tabelle 4 


A. Zusammenhang mit der Bezeichnungsweise von TEMPLE und JAHN [9]. 
Bezugspunkt: Profilmitte. 


HN Rawr = 2h Ray = 2m, pe aay 


Fe a RO Ure EEE ds ake .= —2 © M; BE Oe 
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B. Zusammenhang mit der Bezeichnungsweise von BARTON [3]. 
Bezugspunkt: Profilvorderkante. 


Ray: = 40" FB, Rey Ha Ey key = 207M, hour = 20" M3 
k;=202B ky, = 20°P, k,,,=20MS Figg = 20? My 


C. Zusammenhang mit der Bezeichnungsweise von GARRICK und RUBINOW [10]. 
Bezugspunkt: Profilvorderkante. 


2 
(2) 

r a 2 r LE n2 , if = 2 , {2 eee OF ge Le y 
Kr 220) Ly Kar — D L; a) M Rnar = 2 M; 
PPh Dich? Blas oh fit | bh vaca! à) UT TR Ne 
ayi © 2 ai © 4 Imyi œ 2 ise UN CT 4 


Bemerkung: w ist die mit der vollen Profiltiefe errechnete reduzierte Fre- 
quenz. 


5. Resultate 


Mit Hilfe des genannten Quellenmaterials wurden die Mittelpunktskoordi- 
naten &,,, 7, und der Radius 7 des Grenzkreises nach den Formeln (23) bis (25) | 


1 — {2 
08 ae / 
[-§ für M=1 
06 + 08 
04 1 06 
M=1 
02 { 04 
À 
= 07 
0 ir 02 
DE 
03 | w=0 
in 
0 0,4 08 MET ori LL 04 0,8 12 16 w 2 
Fig. 4 


Mittelpunktskoordinate €,, des Grenzkreises über der reduzierten Frequenz m für verschiedene 
Mach-Zahlen M. 


ausgerechnet. Die Ergebnisse sind in den Fig. 4 bis 6 zusammengestellt. Auf- 
getragen wurden £,, und die (mit w multiplizierten) Werte w 7,, und w r über 


"01. 1,1950 Fliigelschwingungsformen in ebener kompressibler Potentialströmung 399 


für verschiedene Mach-Zahlen. Berechnet und in Fig. 7 dargestellt ist weiter- 
in die Größe A,, nach (26), welche ein Maß für die größtmögliche Anfachung 
kibt. 

Zunächst sei das auffallende Resultat hervorgehoben, daß (mit Ausnahme 
Îles inkompressiblen Falles M = 0) der Radius 7 und damit auch A,, bei einem 


| 07 


08 


Fe Ym für M=1 


Fig. 5 


1 | 1 4 
or fir Ms 
M=/ | 
| a7 
1 0 
| m 
F 05 ar 
06 
if 
07 
| 
| 
L 
7 04 08 V2 he ie Ip GY 08 #2 I Wass 2 
Fig. 6 


Radius 7 des Grenzkreises über w für verschiedene M. 
| Mi +e 
endlichen, von der Mach-Zahl abhängenden Wert w = w* zu Null wird; für 
srößere Werte von w wird 7 imaginär, À, negativ. Es tritt also für w > w* der 
worhin besprochene Fall ein, daB das hinreichende Kriterium (28) zur Flatter- 
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freiheit erfüllt ist. Den Verlauf von w* über M zeigt Fig. 8. Für die Flatters 
rechnung ergibt sich die wichtige praktische Konsequenz, daB die kritischen 
Größen nur unterhalb der Grenze w* gesucht werden müssen. Auch bei der 
Aufstellung von Tabellen der Luftkraftkoeffizienten kann man sich vom Stand- 
punkt des Flatterproblems aus mit zwei Freiheitsgraden auf das Gebiet w < w* 


34 24 ] ae 


12 


08 


04 


0 
\ à 
- ; 
Moon qe dif 12 el 17 vof 2 
Fig. 7 


Maximaler Leistungsbeiwert /,,,. 


beschranken. Fiir M = 1 wurde zum Beispiel w* = 1,809 gefunden. — Wird die 
Zahl der Freiheitsgrade durch Einbeziehung der Ruderschwingungen erhöht, 
so verschiebt sich allerdings die Grenze weiter nach oben. 

Allein im Sonderfall M = 0 findet man w* = oo; Flattern ist also prinzipiell 
bis zu beliebig hohen reduzierten Frequenzen möglich. Die für M = 0 berech- 
neten Luftkraftkoeffizienten fallen aber gewissermaßen aus der Reihe, da bei 
ihrer Berechnung nicht nur die Geschwindigkeit U klein gegen die Schallge- 
schwindigkeit vorausgesetzt war, sondern auch die Schallgeschwindigkeit = co 
gesetzt wurde. Dies kann bei hohen Frequenzen (das heißt großen w-Werten) 
selbst bei kleinem U zu unrichtigen Ergebnissen führen. Es ist wahrscheinlich, 
daß bei Berücksichtigung der endlichen Schallgeschwindigkeit auch im Grenz- 
fall U > 0 ein endliches w* gefunden wird. Für M = 0,5 und M = 0,6 gestatten 
es die vorhandenen Werte von DIETZE nicht, auf w* zu extrapolieren. Fin 


I 
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M = 0,7 findet man w* = 1,78; der Wert wurde als Nullstelle von Am inter- 

oliert zwischen w = 1,4 und w = 2 (Fig. 7), so daB die letzte Stelle unsicher 
ist. Es sei auch daran erinnert, daß die Rechnung nach DIETZE bei hohen 
- und w-Werten schlecht konvergiert. 


g 
S| 
R 

3 


15 


7 [A 
wor 
05 ; 
Ser Vas 
2 05 7 18 IH & 
Fig. 8 


Nerlauf der Grenze m* für Flattern mit zwei Freiheitsgraden über der Mach-Zahl. 0% = Grenze 
für Flattern mit einem Freiheitsgrad (Torsion). 


Im Überschallgebiet wurden mit den Tabellen von TEMPLE und JAHN die 
olgenden Werte gefunden: 


Interpoliert zwischen 


M @* o< w* o> w* 
122 1,69 (5s unde1;83) 
1,4 1,42 (0,98 und 1,47) 
1,6 1,43 G22 ond 515382) 
1,8 4551 (de = und 2,07) 
2 1055 (die und 1,65) 


Em Grenzfall M — oo lassen sich durch Einsetzen der Werte (32) in die Formeln 
(23) bis (26) leicht die folgenden analytischen Ausdrücke finden: 


& = 0 (Protilmitte),, 


1 1 1 1 4 1 it =) | 
"Im PRU. 4 2 co? ae AS 7 322 


Aus den Formeln (37) folgt o* = V3 = 1,732 für M >. 
' Geometrisch besagt unser Ergebnis, daß Flattern nur eintreten kann, wenn 
nach der Beziehung (4a) 


DT 
or 


NE l 


“AMP 1/26 
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ist; zum Beispiel für &* = V3 muß die Wellenlänge L größer als 3,62 Flügel- 
tiefen / sein. Dies ist in gewissem Maße auch anschaulich zu verstehen: für 
Wellenlängen, die zu klein sind verglichen mit der Flügeltiefe, kann sich das 
Profil nicht mehr so «durchschlängeln», daß die Schwingung ungedämpft oder: 
gar angefacht wird (vergleiche Fig. 2). 

Als nächstes seien die quasistationären Grenzwerte für kleine w diskutiert. 
In stationärer Strömung w = 0 ist für M<1 


| 


BIT 
Ca, = yi- m Xo | 
und für M > 1 | (38) 


Mit den entsprechenden Kraftangriffspunkten als Bezugspunkt (M < 14 
1/4-Punkt, M > 1: Profilmitte) findet man durch Vergleich mit (3) für w = 0: 
, a 27 L SA Eee 
M sk, = ve M di Res, (39) 
alle anderen Luftkraftkoeffizienten — 0. 

Nun denken wir uns «= const =«,, daneben soll aber das Profil eine 
«langsame» Schlagschwingung ausführen: y = y,e'”’. Quasistationär können 
dann die Luftkräfte bekanntlich durch Berücksichtigung eines scheinbaren 
Anstellwinkels x; = —y/U in den stationären Formeln (38) erfaßt werden: 
a ist mit « + xs zu ersetzen. Es ist 


LC Er a a coe 
also die entsprechende Amplitude 

en, (40) 

und nach (38), (39) und (40) 
Ca, = Faas (x —4o >) ; (41) 

nach Vergleich mit (3) folgt 
Ra yi np 42) 
| 


als quasistationär allgemein gültige Grenzbeziehung. Zunächst sieht man, daB 
kay; nach (42) negativ ist. Es ist anschaulich leicht einzusehen, daß quasista- 
tionär die reine Schlagschwingung immer gedämpft wird, was gleichbedeutend: 
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st mit negativem k,,,;. Das große Zahlenmaterial mit exakten Werten für k,,: 
eigt für alle und M, daß k,,; < 0, auch genau gerechnet, immer zutrifft. 

| Die Beziehung (42) gestattet schon, den für alle Mach-Zahlen gültigen und 
ür die Schwingungsform entscheidenden Grenzwert von 7,, für ©>0 nach 
24) anzugeben. Der Grenzwert von k,,, wird mit dem stationären Kraft- 
ıngriffspunkt als Bezugspunkt gleich Null, und man erhält nach (24) und (42): 


Für den Grenzwert von &,, braucht man nach (23) noch die quasistationären 
Werte von k,,; und k,,;. Aus (41) folgt ki = Rmy: = 0 für o—>0; da aber 
auch k,,; gegen Null strebt für w > 0, ist &,, mit den bisherigen Ergebnissen 
och unbestimmt. Für M < 1 seien nur die Ergebnisse einer weitergehenden 
Jntersuchung angeführt: es wird 


lim Sp od 


o=0 


and zwar logarithmisch unendlich mit w. Für M = 1 folgt aus den Werten der 
Tabelle 2 

- 1 

lim em = 5, 


w=0 


» 


ährend sich für M > 1 aus den Formeln (31) ergibt: 


it der Profilmitte als Bezugspunkt. 

. Für 7 findet man (mit der bemerkenswerten Ausnahme M = 1), daß für 
» + 0 im Ausdruck (25) die unendlich werdende Größe 7,, gegen alle anderen 
überwiegt, so daß der Grenzwert gilt (M #1): 


1 
2,0; 


(44) 


hr ny, 


w=0 o=0 


{m Sonderfall M = 1 ergibt sich quasistationär für 7 eine Diskontinuität: nach 
den Werten der Tabelle 2 wird 


ey a in (45) 
| w=0 V2 œ wo=0 

| Man sieht, daß 7,, und 7 für alle Mach-Zahlen, aber auch €,, für M <1 gegen 
Unendlich streben mit w — 0. Aus diesem Grunde sind in den Fig. 5 und 6 


‘lie endlich bleibenden Werte w 7, und « 7 aufgetragen. Es ist auch für sehr 
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kleine w-Werte günstiger, den Grenzkreis in einer (w &, w 4)-Ebene zu unter-) 
suchen. Geometrisch bedeutet die Multiplikation mit die Einführung der! 
Wellenlänge L statt / als Bezugslänge: nach (4a) und (8) ist 


Grenzkreise für @m = 1 und verschiedene Mach-Zahlen. 


Bei der weiteren Verfolgung der Verläufe von &,,, 7, und 7 über « zeigt sich 
daß besonders die Werte von w 7, und w~y für verschiedene Mach-Zahler 
nirgends um größere Beträge voneinander abweichen (Fig. 5 und 6). Die Ver 
läufe für Überschall-Mach-Zahlen nahe an 1 zeigen rasche Schwankungen, wie 
es nach dem entsprechenden Verhalten der Luftkraftkoeffizienten zu erwarter 
war; die Abweichungen von den Werten für M = 1 erreichen aber nur relativ 
kleinere Beträge. Man darf also schließen, daß im allgemeinen die kritischer 
Schwingungsformen nur wenig von der Mach-Zahl abhängen. Ais Beispiel sinc 
in Fig. 9 die Grenzkreise für o=1 und für die Mach-Zahlen M = 0; 0,7; 1; 1,4 
eingezeichnet. Lage und Größe der Kreise sind nicht stark verschieden. Es ist 
von besonderer Bedeutung, daß alle diese Kreise ganz in der Halbebene n < ( 
liegen. Unter dieser Bedingung haben nämlich die gleichen konstruktiven Richt: 


| 
| 
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linien zur Verhütung des Flatterns ihre Gültigkeit, die schon bei der Diskussion 

des inkompressiblen Falles aufgestellt wurden. Die MaBnahmen lauten: 

1. Biege- und Torsionsfrequenz der Standschwingung sollen möglichst verschie- 

den sein. Da bei den gefährlichen Flatterformen beide Freiheitsgrade mit- 

| spielen, ist es vorteilhaft, wenn die beiden Frequenzen höchstens durch 
| groBe Luftkräfte zueinander gestimmt werden können. 

2. Der Schwerpunkt soll möglichst vorne liegen. Die Schwingungen mit 7 < 0 

| sind nämlich dadurch gekennzeichnet, daß zum Beispiel beim Herunter- 
schwingen die Profilhinterkante gegenüber der Vorderkante zurückbleibt, 
wie aus Fig. 2a ersichtlich ist (im Gegensatz zu Fig. 2c). Eine derartige 
gefährliche Schwingungsform wird durch einen hinten liegenden Schwer- 
punkt begünstigt, so daß umgekehrt die Schwerpunktsvorlagerung die 

Flattergefahr vermindern wird. 

. Die beste Lage der elastischen Achse wird bekanntlich durch die statische 
Bedingung des Auskippens bestimmt und ist möglichst vorne am günstig- 
sten. Vom Flatterstandpunkt aus wird allerdings die gefährliche Form 

| (Fig. 2a) durch vorne liegende elastische Achse begünstigt; weit hinten 

liegende elastische Achse bedeutet hingegen Schwächung der Torsionsfeder, 
so daß man hier auf diesem qualitativen Wege zu keiner weiteren Empfeh- 
lung gelangen kann. 

Es ist auch anschaulich einzusehen, daß die in Fig. 2a dargestellte Schwin- 

zungsform gefährlich ist. Die Luftkraft wird nämlich näherungsweise (quasi- 

tationär) bestimmt durch den Anstellwinkel relativ zur absoluten Bahn des 

Profils. Bei der Form nach Fig. 2a ergibt sich dadurch eine Kraft nach unten 

beim Herunterschwingen und nach oben beim Heraufschwingen, also Anfa- 

chung. 

Die größtmögliche Anfachung ergibt sich für die Schwingungsform, die dem 
ittelpunkt des Grenzkreises entspricht. Man versteht, daß die Mittelpunkte 
für alle M und w in der negativen Halbebene 7 < 0 liegen. Nach Fig. 5 wird 
sogar die Abweichung vom quasistationären Grenzwert (43): @ i= — 0,5 
nicht sehr groß für alle M und w. 

Die Ergebnisse der Flatterrechnung von GARRICK und RUBINOW [10] für das 

Überschallgebiet bestätigen die bisherigen qualitativen Folgerungen. Betref- 

fend der Schwerpunktlage finden GARRICK und RUBINOW, daß es eine Grenz- 

age gibt, bei der durch weiteres Vorrücken des Schwerpunktes das Flattern 
überhaupt unmöglich wird. Die Grenze liegt etwa bei der Profilmitte für solche 

Torsionsfrequenzen, die viel höher sind als die Biegefrequenz; bei Annäherung 

der beiden ist die Grenze eher durch die elastische Achse gegeben. Wenn der 

Schwerpunkt hinter diese Grenze gelangt, wird aber die Flattergefahr meist 

sehr plötzlich erhöht. 

In einem Falle gelangen jedoch GARRICK und RUBINOW zu keiner eindeu- 

tigen Flattergrenze durch Schwerpunktvorlagerung, nämlich bei der kleinsten 
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untersuchten Mach-Zahl (M = 10/9), die M = 1 am nächsten liegt. Der Mach-: 
Bereich nahe an M = 1 ist noch durch eine andere Erscheinung gekennzeichnet, 
die von verschiedenen Autoren schon hervorgehoben wurde: es besteht die’ 
Möglichkeit von Flattern mit nur einem Freiheitsgrad, das heißt in der Form! 
reiner Torsionsschwingung. Nach unserer Betrachtungsweise hängen diese bei-' 
den Erscheinungen zusammen. Wie schon früher gesagt wurde, können reine 
Torsionsschwingungen angefacht werden, wenn die &-Achse vom Grenzkreis’ 
geschnitten wird. Ein Teil des Grenzkreises wird dann in die positive Halb- 
ebene » > 0 hereinragen; die gefährlichen Schwingungsformen, welche diesen: 
Punkten entsprechen, werden durch die Maßnahme der Schwerpunktsvorlage-| 
rung nicht verhindert, ja sogar begünstigt. Die Frage des Flatterns mit nur) 
einem Freiheitsgrad erfordert also besondere Beachtung. 

Es zeigt sich, daß die zum Schnitt mit der &-Achse notwendige Bedingung 
(29) r > |7,| nur in einem beschränkten Bereich von w und M erfüllt ist. Im 
quasistationären Grenzfall sind mit Ausnahme von M=1 die Grenzwerte 7 
und |7,,| nach (44) einander gleich, das heißt, die &-Achse wird gerade berührt. 
Bei M =1 gibt es eine Diskontinuität: nach (45) ist für @ >0:7 > Im, 
die £-Achse wird geschnitten. Mit wachsendem w wird aber der Überschuß von 
r gegen | „| geringer, und bald wird eine Grenze erreicht — sie soll w* genannt) 
werden —, wo der Grenzkreis die £-Achse nur noch berührt. Für M = 1 wird 
r— |nn| für wf = 0,465. Bei größeren reduzierten Frequenzen ist reine Tor: 
sionsschwingung nicht mehr möglich. 

Im Gebiet M < 1 wächst von w = 0 aus gehend 7 zunächst etwas stärkeı 
als |7„|, doch bleibt der UberschuB sehr gering und hört bei einer niederer 
Grenze w* auf. Es ergeben sich für »% die Werte: 


M OT 
0 0,088 
0,5 0,15 
0,6 0,18 
0,7 0,21 


Bei Annäherung an M = 1 wird also w* größer; auch von der Uberschall} 
seite her zeigt es sich, daß reine Torsion und Formen mit 7 > 0 besonders ir! 
der Umgebung von M = 1 auftreten können. Die Werte von w* sind für M > 1} 


M OF 


1 0,50 
2 0,66 
525 0,69 
3 0,68 | 
4 0,62 | 

Der Verlauf von w* über M ist in Fig. 8 eingetragen. Über den Due 
dieser Kurve bei M = 1 wissen wir, daß er mindestens von der Überschallseit: 


: 1 
her durch immer raschere und kleinere Schwankungen erfolgt. — Um auch ein 


| 
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Bild zu erhalten von der Größe des Grenzkreisgebietes, der in die positive 
Halbebene 7 > O zu liegen kommt, ist in Fig. 10 der Verlauf von w (7 = |n |) 
über © für verschiedene Mach-Zahlen aufgetragen. Mit Ausnahme der näheren 
mgebung von M=1 (besonders überschall- 
seitig) sind die Schnitte sehr schleifend. 02 
In Fig. 8 fällt die w*-Kurve von etwa 
— 1,4 an steil herunter und erreicht den 
ert 0 bei der Mach-Zahl M = V5/2 = 1,581. 
ieser bemerkenswerte Grenzwert läßt sich 
eicht herleiten, wenn man die Grenze fiir reine 0 
orsionsschwingung nach der Bedingung (30) 
mit den quasistationären Luftkraftkoeffizien- _yerlauf von w a vn ay Dane 
en (31) sucht. Er ist auch in den Arbeiten verschiedene M. 
on GARRICK und RUBINOW [10] und von 
ARTON [3] enthalten. Für größere Mach-Zahlen können überhaupt keine rei- 
men Torsionsschwingungen auftreten. 
je Die relativ niedrige Grenze der reduzierten Frequenz für reine Torsion läßt 
schließen, daß man dieser Art der Flattergefahr durch genügend hohe Torsions- 
steifigkeit begegnen kann. Betrachten wir zum Beispiel eine Anström-Mach- 
Zahl M = 1,25 (also etwa U = 375 m/s), für den sich der höchste Wert w* = 0,69 
ergeben hat. Nach (4) ist y= w U/l, bei einer Profiltiefe 2 = 2 m entspricht 
somit dem Wert von w* eine Kreisfrequenz v# = 130 rad/s oder die Frequenz 
J? = 20,6 Hz. Wenn bei genügender Torsionssteifigkeit diese Frequenz (auch 
unter Einwirkung der Luftkräfte) nicht unterschritten werden kann, ist das 
ganze Gebiet 7 > 0 aus dem Gefahrenbereich ausgeschlossen. Die vollständige 
Diskussion dieses Problems wird erschwert durch den Umstand, daß für M 
‘nahe an 1 und kleine w-Werte die früher erwähnten physikalischen Einschrän- 
kungen gelten. 

Im Rahmen dieser Theorie, welche ebene Strömung und Zulässigkeit der 
Linearisierung voraussetzt, kann man jedoch mit Unterstützung der quanti- 
tativen Ergebnisse von GARRICK und RUBINOW zu einer einfachen Empfehlung 
gelangen, wie ein Flügel am besten für alle Mach-Zahlen flattersicher gebaut 
werden soll: durch passende Vorlagerung des Schwerpunktes wird die Flatter- 
gefahr auf die Umgebung von M = 1 beschränkt; diese Gefahr ist für die nötige 
| Torsionssteifigkeit maßgebend. 


Gl 


Anhang: Beziehungen zur vollständigen Lösung des Flatterproblems 


Im folgenden sei noch untersucht, was die bisherigen Überlegungen vom 
‚algebraischen Standpunkt für die eingangs beschriebene vollständige Aufgabe 
‚der Frequenzbestimmung bedeuten; von den Einzelheiten des mechanischen 
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Problems wird abgesehen. Die Aufgabe lautet bei » Freiheitsgraden: es sind À 
die Eigenwerte À ( — 1/»?) des Gleichungssystems ; 


Dee 2, = A 8; 2; GZ es n) (46) 
k=1 | 


bei komplexem c;, anzugeben, und es sind Bedingungen für die c;, zu finden, 
unter denen A rein reell wird. Die Gleichungen (46) sind etwas verallgemeinert 
gegenüber dem üblicherweise betrachteten Fall durch Berücksichtigung der 
Koeffizienten g;, die in unserem Problem wesentlich reell und positiv sein müssen. | 

Wir beschränken uns im weiteren wieder auf n = 2; die Verallgemeinerungs- 
möglichkeit wird leicht ersichtlich sein. Alle Größen seien in Real- und Imagi- | 
närteil zerlegt: 


Cig = Cie et Oy Li Ni = Oe 00, (47) 
(47) in (46) eingesetzt, gibt für  — 2 vier reelle Gleichungen: 

Ayy M + Go Xe — nn Va — Or Yo = 0 81 M1 — OB» 

An X + A2 %y — Day Vy — One Vo = 0 Bo Xa — O So Vo» 

bia %y + Po My + Gui Va + Me V2 = OL WU+Oh 1, 


Dos X1 + Og, % + dns V1 + Aon Va = 0 La Vo + O La Lo: 


(#8) 


. 
Gesucht sind die Bedingungen für die a,, und d,,, unter denen A rein reell, das 
heißt o = 0 sein kann. Um darüber zu entscheiden, multiplizieren wir nach 
klassischem Vorbild die Gleichungen (48) der Reihe nach mit —y,, — Ya, x,, Kg 
und addieren sie. Man kann sich davon überzeugen, daB diese formale Operation 
der Berechnung der Arbeit entspricht. Es wird so o eliminiert, und man findet 
nach leichter Umformung: 


Das (At V5) + (Org + dar) (4% Xe + Ya Vo) + ba (48 + V2) | (49) 
+ (a2 — 9) (41 Ya — %2 V1) = © (81 XE + 81 VE + Be XZ + Bo V5) - | 


Wenn nun die g; positiv sind, so kann der quadratische Ausdruck auf der 
rechten Seite von (49) auBer dem trivialen Fall x; = y; = 0 nicht verschwinden 
und ist immer positiv. Das Vorzeichen von o wird durch die linke Seite von 
(49) bestimmt. Ist nun 


Ayo = An, dem — by, Oy, = Dy = 0, 
allgemeiner : 
GTA, 05, = dr; (50) 


so verschwindet die linke Seite identisch, und es wird immer o = 0. Bei Er- 
füllung der Bedingung (50) ist c;, eine sogenannte Hermitesche Form, für 
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velche wir den klassischen Beweis wiederholt haben, daß die Eigenwerte A 
mer reell sind. 

Ist nun die Form c;, nicht hermitesch — und dies ist beim Flatterproblem 
er Fall —, so muß die auf der linken Seite von (49) stehende quadratische 
form indefinit sein, das heißt, für gewisse Werte von x; und y; (auch außer 
1; = y; = 0) verschwinden können, damit o = 0 sein kann. Die Koeffizienten 
lieses quadratischen Ausdruckes enthalten nur 


| Aj, — 4x; und |b,,+ br; 


Beim mechanischen Problem ohne Luftkräfte und ohne Dämpfung ist die 
orm c;, sogar reell symmetrisch, das heißt a;, = a,; und b,, = 0. Es ist ver- 
tändlich, daß dann beim Flatterproblem die linke Seite von (49) nur die Luft- 
raftkoeffizienten enthalten wird. Die a;; treten in (49) überhaupt nicht auf; 
em entspricht die Tatsache, daß in der früheren Gleichung (21) k,,, und 
mar nicht vorkommt. 

Für n = 2 wird die Diskussion der Gleichung (49) sehr einfach. Wegen der 
Homogenität des Problems darf es nicht auf die Werte von z, und 2, selbst an- 
ommen, sondern nur auf deren Verhältnis ¢: 


[= =é+in 
Z2 
‘der anders ausgedrückt: mit der Normierung z, = 1, das heißt 


| el (51a) 
wird z, = € , das heißt 
=F, w= 7. tb} 


dit (51a) und (51b) wird die Gleichung (49): 
D, (§? + n°) + (bie + On) E — (aa — dx) N + Va = 0 (8,6? + 81 i? viz Ba) (02) 


"= 0 ist in der (£, 7)-Ebene die Gleichung eines Kreises; ist dieser imaginär, 
o kann o nicht verschwinden. Bei reellem Kreis kann o = 0 sein, doch ist die 
Realitat des Kreises o = 0 nur eine notwendige, aber keine hinreichende Be- 
ingung dafiir, daB der Eigenwert A von (46) reell ist. 
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On 


Summary 


On the basis of energy considerations a survey is given of the possible forms 
of oscillations for flutter with two degrees of freedom in a plane compressible 
potential flow. It is found that the possible forms do not much depend on Mach 
Number in the whole range from 0 to oo, with some exceptions in the neighbour-| 
hood of M = 1, where forms with only one degree of freedom (pure torsion) may 
occur. Conclusions are drawn for methods of preventing flutter. Limits of the 
reduced frequency (depending on M) are given for the possibility of flutter in 
two and one degree of freedom. 

Special care was given to the case M = 1, for which analytical expressions and 
numerical values of the derivatives are presented. 


(Eingegangen: 27. 3. 1950.) 
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Kurze Mitteilungen — Brief Reports - Communications brèves 


Zur Multiplikation reeller Zahlen 


Von WALTHER EBERL, Wien!) 


Im folgenden wird das Verfahren der abgekiirzten Multiplikation so erweitert, 
ie es fiir die Zwecke des Rechnens mit Rechenmaschinen erforderlich ist. Fiir 

diese Art der abgekürzten Multiplikation werden Genauigkeitsschranken abge- 
leitet, die diejenigen der gewöhnlichen abgekürzten Multiplikation als Spezialfall 
enthalten. 
|: Dem Vernehmen nach ist diese Methode den Fachleuten der USA., die mit 
elektronischen Rechenmaschinen arbeiten, bereits bekannt; doch da Publika- 
| darüber nicht bestehen, erscheint die folgende Notiz nicht überflüssig. 

Hat man zwei reelle Zahlen 


| se 5 TE 5 
| a= 3} a,10* und b= %b,10% 
n 


| m 


Le multiplizieren, so geschieht das am besten nach Art der Multiplikation von 


— © , in 
ab= > c;10?, wo ¢,= Na,b,., 
min j=™ 
ast. Während die a, und b, Ziffern sind, also ganze Zahlen 0, 1, ..., 9, sind die 
le; im allgemeinen keine Ziffern mehr. 
Die praktische Durchführung dieser «geordneten» Multiplikation mit Hilfe 
“eines Schiebezettels wird als bekannt vorausgesetzt. 
Als abgekiirztes Produkt k-ter Ordnung bezeichnet man die Partialsumme 
bis zum Glied c, 10% einschließlich: 5 
(eb), = Dd 510%. 
MN 
Im Hinblick auf die Verwendung von Rechenmaschinen ist es vorteilhaft, die 
‚Multiplikation reeller Zahlen unter einem etwas allgemeineren Gesichtspunkt zu 
betrachten. Sei X irgendeine positiv ganzzahlige Potenz von 10, zum Beispiel 
1010, dann können wir unsere reellen Zahlen a, b in der Form 


— 00 — 00 
Gre 3 AGRE, be 5 BX! 
7 AS 


schreiben, wo die A, und B, jetzt «Ziffern» sind, die zur Zahl X gehoren, also 
ganze Zahlen, die den Ungleichungen 
ARE PR Ce a es gee) | 


genugen. 
1e . - . . 
' Man kann nun bei passender Wahl von X mit einer Rechenmaschine die Aus- 


drücke 


1) Technische Hochschule. 
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Zn 


bilden und hat auf diese Weise die Möglichkeit, auch mehr als hundertstellige 
Zahlen ohne große Mühe miteinander zu multiplizieren. 

Das in diesem allgemeineren Sinn verstandene abgekürzte Produkt /-ter | 
Ordnung der beiden Zahlen a, b bezeichnen wir mit 


1 
[a b], = DONE 
ES) 
wo C; die oben angegebene Bedeutung hat. 

Für den Unterschied zwischen dem genauen Produkt a b und dem so gewon- 
nenen abgekürzten Produkt [a 6], gelten zwei Abschätzungen, aus denen sich 
für den Fall X= 10 die bekannten Fehlerschranken für das gewöhnliche abge- 
kürzte Produkt ergeben. 

Der bei der Bildung des abgekürzten Produktes [a b], vernachlässigte Rest 
von ab ist gleich 


ab — [ab], = (A, Bi_,-ı + Ar-ı By_ stake i Sok i tia 
+ (A, By_, ro 1 Bey is AB RER CREER 


Der erste Klammerausdruck der rechten Seite enthält» + s — / 4+- 2 Summanden. 
Wir setzen / = p + q (p, g ganz) und behalten auch in den anderen Klammeraus- 
drucken nür die Zahlen A,, A, 12... , Ay 049. UDA By, B, og, >... Die; a bar nm 
anderen Zahlen A,, B, ersetzen wir zwecks Abschätzung unseres "Unterschiedes 4 
durch ihren Héchstwert X — 1. Ferner setzen wir 


r-s+p s-r+q 


ae ur und B= 5 B,. 
Dann wird = u 
20 201 (Ar BKL A ea 
+ [4 + B+ 2(X — 1) (X — 1)X3 +... 
1 =! 
= (A + B)(X -)Xa(14+ 544 eee 
2 3 ; 
+ (XIE eh) 
ER m Aa A Era (CX?) ze 
(X — 1} xt? x? 


(A+ B+1)X!, 


In Worten: 
Bildet man aus den beiden reellen Zahlen 


En) — CO 
a=) A,X*' und b= J B,X* 
VEN 1=S 

das abgekiirzte Produkt /-ter Ordnung [a b],, so unterscheidet sich dieses von | 
dem genauen Produkt a b um höchstens (A + B+1) X!. Dabei ist A die Summe | 
der ersten s— p+1 4, und B die ne der ersten 7—q+1 B,. Die Zahlen 
Ar and Bee entsprechen einander bei Bildung der /-ten Quersumme. 

Eine besondere Erwähnung verdient noch der Fall, daß einer der beiden 
Faktoren, etwa b, nur endlich viele von Null verschiedene Ziffern B, hat: 


t 
b= SB, X, 
Ss 
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deren 
. . NH . . . er 
umme wir mit B bezeichnen, bei und ersetzen die A, ausnahmslos durch X — 1, 


Sum behalten wir in dem abzuschätzenden Reihenrest alle diese B. 
ir erhalten dann: 


ab-[ab, < B (X — 1) ET ne aw AT) es 

| 1 — (1/X) 
in Worten: Die Differenz zwischen dem genauen und dem abgekiirzten Produkt 
ter Ordnung der beiden Zahlen 


BX 


— t 
| a= A,X* und b= JL B, xs 
| a Ss 


| f à. se t 
st kleiner oder höchstens gleich B X!, wo B= 5 B vast. 


Ss 

Der Unterschied zwischen genauem und abgekiirztem Produkt wird natiirlich 
m kleinsten für X = 10. A, B und B sind dann Ziffernsummen im gewöhnlichen 
inne des Wortes. Um nun beide Annehmlichkeiten, nämlich die volle Ausnützung 
er Rechenmaschine und die kleinen Fehlerschranken des gewöhnlichen abge- 
kürzten Produktes zu genießen, kann man ein mit der Rechenmaschine, etwa 
nter Zugrundelegung zehnstelliger A,, B,, berechnetes abgekürztes Produkt 
ıachträglich durch eine kleine ergänzende Rechnung mit Schiebezettel in ein ge- 
wöhnliches abgekürztes Produkt verwandeln, dessen Fehler dann wesentlich 
kleiner ausfallen wird. 


ingegangen: 9. 3. 1950.) 
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Theoretische Mechanik. Von G.HAMEL (Springer-Verlag, Berlin 1949). 
"96 S., 161 Abb.; DM 63.-. 


Ein ganz ausgezeichnetes Buch, das sich von den üblichen Lehrbüchern der 
fechanik durch seinen straffen Aufbau aus einem Minimum an Axiomen unter- 
cheidet. Wie der Verfasser im Vorwort ausfiihrt, war sein erstes Ziel, die ganze 

echanik als eine einheitliche Wissenschaft und nicht in der herkômmlichen 

leise nach Punktmechanik und Mechanik der Kontinua getrennt erscheinen 
:u lassen. Zweitens sollte die auf LAGRANGE zurückgehende Methode eines ein- 
aeitlichen Aufbaus aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten, dem d’Alembert- 
‚chen Prinzip und dem Lagrangeschen Befreiungsprinzip konsequent durchge- 
jührt werden. 

Es ist in der Tat erstaunlich, mit welcher Folgerichtigkeit und Eleganz aus 
fliesen drei Prinzipien die Mechanik des Massenpunktes, des starren Körpers und 
des Systems mit endlich vielen Freiheitsgraden entwickelt wird, sodann die- 
‚enige der Fäden, Seile, Stabe, Haute, Schalen sowie Platten und schließlich 
ie Hauptsätze der dreidimensionalen Elastizitäts-, Hydro- und Aeromechanik. 
Besonders wertvoll ist dabei die ausführliche Diskussion der verwendeten Vor- 
wussetzungen, die dem Leser durch Gegenbeispiele nahegebracht werden. Daß 
Im ersten Teil «Aufbau der theoretischen Mechanik», mit seinen 525 Seiten für 
fie meisten Gebiete nur die Grundlagen dargestellt werden konnten, ist selbst- 
verständlich. Beim starren Körper (Kreisel) und beim Punkthaufen (Mehr- 


414 Buchbesprechungen — Book Reviews — Notices bibliographiques ZAMP 


körperproblem) stößt der Verfasser indessen erheblich weiter vor, und zudem 
gibt er eine umfassende Darstellung der unter der Bezeichnung «analytische | 
Mechanik» bekannten Methoden. 

Der zweite Teil «Aufgaben und Probleme der theoretischen Mechanik» um- 
faßt auf 263 Seiten eine reichhaltige Problemsammlung, vom Verfasser im Vor- 
wort mit der Bemerkung angekündigt: «Sicher ist Denken wichtiger als Rech- 
nen. Aber rechnen muß man auch können, und man lernt es nicht, wenn man 
daran vorbeigeht. Nichts gefährlicher als die Meinung, ein Problem sci gelöst, 
wenn man die Methode kennt, es zu lösen.» 

Die Lektüre dieses Werkes ist jedermann wärmstens zu empfehlen, der mit’ 
den Elementen vertraut ist. Einmal vermittelt es in selten klarer Weise den‘ 
Anschluß an die anspruchsvolleren Werke. Darüber hinaus ist es aber wie kein 
zweites dazu angetan, Begriffe und Sätze zu klären, die in den elementaren Lehr- 
büchern — teils aus guten Gründen, oft aber ohne Notwendigkeit — mangelhaft 
behandelt werden. 

Dem zuletzt genannten Zwecke dient vor allem das einleitende Kapitel, das 
im wesentlichen eine Axiomatik enthält. Die Wahl der Axiome ist dabei natur- 
gemäß bis zu einem gewissen Grade willkürlich; immerhin scheint aber dem 
Referenten das Reaktionsprinzip zu kurz zu kommen, wenn es nicht als Axiom 
formuliert, sondern nur ab und zu beiläufig postuliert und gelegentlich gar als 
Folge anderer Prinzipien dargestellt wird. Wenn es etwa auf S. 25 und 511 in 
einem Sonderfall auf das Newtonsche Gravitationsgesetz zurückgeführt werden 
kann, das zuvor für den ruhenden Zentralkörper aus den Keplerschen Gesetzen 
erschlossen wird, so spricht dies nur für das Gravitationsgesetz in seiner Ver- 
allgemeinerung auf beliebig bewegte Massen, nicht aber gegen das Reaktions- 
prinzip als allgemeines Axiom. Und wenn das Reaktionsprinzip in einem einzigen 
Falle (S. 83) scheinbar nicht gilt, so liegt dies nur an seiner unzulässigen Erwei-' 
terung unter Ausschaltung der zwischen zwei Spiegeln reflektierten Photonen.‘ 

Beiläufig sei noch erwähnt, daß in Aufgabe 76 (S. 609) die Tischkante durch 
eine Öffnung in der Platte ersetzt werden sollte, um die betrachtete Bewegung 
mit dem Impulssatz in horizontaler Richtung in Einklang zu bringen. H. Ziegler. 


Darstellende Geometrie. Von F. REUTTER (Verlag G. Braun, Karlsruhe 
1947 und 1949). Bd. I: 140 S., 144 Abb.; DM 7.50, — Bd. II: 216 S., 210 Abb 
DM 12.50. 


Das vorliegende Werk ist aus einer autographierten Vorlesung hervorgegan- 
gen und will in erster Linie mithelfen, die Schwierigkeiten der Nachkriee 
auf dem deutschen Büchermarkt zu überbrücken. Der Aufbau dieses Lehrkurses 
weicht etwas vom Rahmen der bekannten Lehrbücher über darstellende Geo- 
metrie ab; da sich der Verfasser vorwiegend an Ingenieure und Architekten wen- 
det, läßt er den Anwendungen in Technik und Architektur etwas breiteren Raum. 

Band I: Orthogonale Zweitafelprojektion. In einem einleitenden Kapitel gibt 
der Verfasser nacht einen Überblick über die verschiedenen Projektionsarten! 
und ihre Invarianten. Nach diesen Vorbereitungen wird dann in der üblichen 
Weise das Verfahren der orthogonalen-Zweitafelprojektion aufgebaut. Besondere! 
Kapitel sind der- Darstellung von Rotations- und Schraubenflächen sowie den 
Durchdringungen gewidmet. Auf S. 66 findet sich im Text eine kleine Unklarheit;! 
im Zusammenhang mit dem ebenen Schnitt eines allgemeinen Kreiskegels ist dort 
von den Dandelinschen Kugeln die Rede, welche ja nur beim geraden Kreiskegel 
vorhanden sind. Die Definition der Ordnung einer Kurve auf S. 92 ist auch für 
ein Lehrbuch der darstellenden Geometrie zu unpräzis. Darnach heißt beispiels- 
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‚weise eine ebene Kurve von 2. Ordnung, wenn sie mit einer Geraden höchstens 
¥wei Schnittpunkte gemeinsam hat. 

Band II: Kotierte Normalprojektion, orthogonale Axonometrie und Zentral- 
erspektive. Im ersten Teil gibt der Verfasser einen Überblick über die kotierte 
ormalprojektion und ihre Anwendungen in Kartographie und Bauwesen. Bei 
er Behandlung der orthogonalen Axonometrie im zweiten Teil wird der be- 
annte Weg über das Spurendreieck,gewählt. Der dritte Teil ist der Zentralper- 
ppektive gewidmet. Die beiden Methoden der freien und der gebundenen Per- 
Bpektive werden dabei ausführlich beschrieben. Die zahlreichen Figuren erlauben 

em Leser ein müheloses Eindringen in die Konstruktionsverfahren der Per- 
spektive. 
| Didaktisch wertvoll ist der Anhang des zweiten Bändchens, in welchem der 
erfasser an Hand einiger Beispiele eine Gegenüberstellung der verschiedenen 
Abbildungsverfahren der darstellenden Geometrie versucht. M. Jeger 


Electromagnetic Fields, Theory and Application, Vol. I: Mapping of 
‘welds. By ERNST WEBER (John Wiley & Sons, New York 1950). 590 pp.; $10.—. 


In the preface to this book, the first of two volumes on Electromagnetic Fields, 
rofessor WEBER explains that the division of material has been made on the 
basis of assigning to Volume I, all static field problems, and to Volume II the 
treatment of dynamic fields. 

Judging from the scope and arrangement of the first volume, this appears to 
be a very satisfactory method of division for a work designed primarily for grad- 
uate students. The avowed purpose of the book is to give, for field distributions 
iderived from potential functions, ‘a rather comprehensive survey of the methods 
of analysis and of results obtained with them’’, and it can be said immediately 
that this object has, in very substantial measure, been achieved. Individual 
‘preference or prejudice will naturally influence opinion as to the appropriate 
variation of emphasis on the sub-divisions of this very wide subject. The author’s 
bias in the matter is possibly illustrated by the fact that some 250 pages out of 
a total of under 600 are devoted to the study of two-dimensional and three- 
‘dimensional analytic solutions. This represents an exceptionally thorough treat- 
ment of the more difficult potential problems susceptible of solution by mathe- 
matical analysis. It should however be emphasized that the book has clearly not 
been written exclusively for the advanced specialist. Under the title Fields of 
‘Simple Geometries are developed solutions to the electric and magnetic field 
problems ordinarily dealt with in general text-books. The method of images also 
receives unusually detailed attention. The treatment is clear and concise and 
is characterized by the interjection of explanatory or cautionary notes on many 
points on which misconception or ambiguity commonly exist and by comments 
as to the scope or special value of the original papers or treatises to which reference 
iis made. This last is a most valuable feature of the book; references are given 
on a very extensive scale and are judiciously chosen and assessed. 

Experimental and graphical methods of field plotting and numerical methods 
are discussed, but in less detail, and in the reviewer’s opinion constitute a rather 
less satisfactory section. It is, of course, true that only a brief outline of these 
i individual topics is possible within the compass of a book reviewing the whole 
i field but dealing mainly with analysis. Having regard, however, to the important 
| part played, for example, by relaxation methods in the practical computation 
tof field distributions, a more extensive development of this subject, in basic prin- 
(ciple, might have been given. In this section and in that on experimental mapping 
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methods the references to the literature are perhaps a little less complete than 
in other portions of the book. 

There is an excellent selection of problems associated with each chapter. Fol- 
lowing the main text there are six appendices, two dealing with symbols and 
units, and containing a table of conversion factors from rationalized M. K. S. 
units in terms of which the book is written, three dealing with basic mathematical 
fundamentals— Vector Analysis, Bessel Functions, and Legendre Functions— and 
one giving a general bibliography. 

The standard of production of the book is in every way excellent. It is a 
valuable new work of reference on field problems. James Greig 


Ausgleichsrechnung. Von V. Happacu (B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 
Leipzig 1950). 104 S., 26 Abb.; $1.50. 


Das kleine Buch gliedert sich in zwei Teile: A. Fehlertheorie, Seite 6— 39; 
B. Fehlerausgleichsrechnung, Seite 40—98. } 

Der erste Teil gibt eine einfache Fehlertheorie. Die vorzüglich ausgewählten 
Beispiele bieten eine ausgezeichnete Wegleitung, und sie werden auch den mit 
der Methode noch wenig vertrauten Wissenschafter, der mit gemessenen Größen 
zu tun hat, dazu veranlassen, die Fehlertheorie anzuwenden. 

Der zweite Teil, der die Hauptformen der Ausgleichsrechnung vorführt, ist 
elementar behandelt. Nach der Ansicht des Referenten würde das Buch beträcht- 
lich gewinnen, wenn es von der Differenzierung einer Funktion von Funktionen 
Gebrauch machen würde. Dadurch würde zum Beispiel auf Seite 42 die Herlei- 
tung der Normalgleichungen aus der Bedingung [vv] = Minimum sehr viel ele- 
ganter ausfallen. Ferner wäre es zu empfehlen, in aller Kürze die Bestimmung 
der Gewichte der Unbekannten mit Hilfe der sogenannten Gewichtskoeffizienten 
vorzuführen. Die im Buche vorgeführte Methode, die Gewichtskoeffizienten der 
Unbekannten durch Umstellen der Unbekannten und mehrmalige Neuauflösung 
der Normalgleichungen zu bestimmen, bedeutet eine beträchtliche Mehrarbeit. 
Die nötige Theorie könnte auf wenigen Seiten untergebracht werden. Sie würde 
dann auch erlauben, den mittleren Fehler einer Funktion der Unbekännten oder 
der Meßgrößen zu bestimmen. Ein Sachregister würde die Verwendung als Nach- 
schlagewerk sehr erleichtern. 

Von diesen Bemerkungen abgesehen, bietet das vorliegende Buch auf knap- 
pem Raum eine korrekte Einführung in die Ausgleichsrechnung und vor allem 
in die Fehlertheorie. Es kann daher vor allem Physikern warm empfohlen werden. 


F. Baeschlin 


Vektoranalysis. Von S. VALENTINER (Walter de Gruyter, Berlin 1950). 
138 S., 19 Abb.; DM 2.40. 


Es ist sehr zu begrüßen, daß die seit einiger Zeit vergriffenen Göschen-Bänd- 
chen über Mathematik nun nach und nach wieder neu gedruckt werden. 

Die vorliegende 7. Auflage des Bändchens über Vektoranalysis weicht nicht 
wesentlich von den vorhergehenden ab. Es vermittelt nach einer Einführung in 
die Vektoralgebra die Grundlagen der Vektoranalysis (Rechnen mit dem Y-Ope- 
rator, Integralsätze von GAUSS, STOKES und GREEN) und bringt dazu einige aus- 
gewählte Anwendungen auf die Potentialtheorie, die Hydrodynamik und die 
Elektrodynamik. Die zweckmäßig zusammengestellte Formelsammlung der Vek- 
toranalysis im Anhang wird dem Leser sehr willkommen sein. M. Jeger 


